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VORWORT. 

Das vorliegende Bandchen der „Mathematischen Biblio- 
thek" soll den Leser — ohne lu große Anforderungen an 
seine mathematischen Kenntnisse zu stellen - in ein auf 
der Schule meist nicht behandeltes Gebiet der iWathematik 
einfahren. Die vorausgesetzten mathematischen Kenntnisse 
beschränken sich auf das Verständnis der einfachsten Um- 
formungen algebraischer Gleichungen, auf die Bedeutung 
der Proportionen, auf die wichtigsten Sätze über den Kreis, 
Über ähnliche und flächengleiche Figuren und auf einige 
stereometrische Vorstellungen über die Lage von geraden 
Linien und Ebenen im Räume. Der Verfasser will derartig 
vorgebildeten Lesern in aller Kürze die wichtigsten Begriffe 
und Lehrsätze der projektiven Geometrie sowohl ihrem In- 
halte als auch ihrer geschichtlichen Entwicklung nach vor- 
führen. Er knüpft deshalb seine Darstellung an die Namen 
von fünf hervorragenden Geometem an: Desargues, Pascal, 
Poncelet, Steiner, v. Staudt. Jedes der fünf Kapitel schildert 
in großen Zügen, was der betreffende Forscher lür die Ent- 
wicklung der neueren Geometrie geleistet hat. Der Leser 
erfährt aul diesem Wege, wie die projektive Geometrie ent- 
standen ist, wie sie sich allmählich zur „Geometrie der Lage" 
entwickelt hat, er lernt dabei eine Reihe wichtiger Lehrsätze 
aus diesem Gebiete kennen und sieht, welche Aufgaben mit 
Hilfe dieser Sätze gelöst werden können. (Um in den neuen 
Gegenstand wirklich mit Verständnis einzudringen, möge der 
Anfänger alle in diesem Buche vorkommenden Figuren 
noch einmal entwerfen und die Aufgaben selbst zu lösen 
versuchen.) 

Der kundige Pachgenosse, der etwa einen Blick in das 
Büchlein werfen sollte, wird einerseits den für ein Lehr- 
buch unerläßlichen systematischen Zusammenhang der Sätze 
und die strenge, lückenlose Beweisführung und andrerseits 
eine große Zahl wichtiger Namen und Daten vermissen, die 
in einer vollständigen Obersicht über die Geschichte der 
projektiven Geometrie nicht fehlen dürften. (So ist, um nur 
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[V Vorwort. 

ein Beispiel zu nennen, auf das Vorzeichen von Strecken 
nicht eingegangen worden.) Die Erklärung für diesen schein- 
baren Mangel liegt darin, daß der Verlasser eben weder ein 
systematisches Lehrbuch noch eine vollständige geschicht- 
liche Übersicht hat schreiben wollen. Sein bescheidenes 
Ziel wird erreicht sein, wenn der Anfänger, für den das 
Buch allein bestimmt ist, beim Durcharbeiten desselben etwas 
von dem eigenartigen Reize empfinden sollte, den die Be- 
schäftigung mit der neueren synlhetischen Geometrie aus- 
übt, und wenn ihn diese Empfindung zu einem tieferen Ein- 
dringen in den Gegenstand (etwa durch das Studium der 
Steinerschen Werke oder der Reyeschen „Geometrie der 
Lage") veranlassen sollte. 
Berlin, im Januar 1912. 

Max Zacharias. 
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EINLEITUNG. 

Die projektive Geometrie, auch Geometrie der Lage 
genannt, ist eine Schöpfung der neueren Zeit. Sind auch 
einzelne ihrer Begriile und Sätze schon im Altertum bekannt 
gewesen, so haben doch erst die Geometer der letzten drei 
Jahrhunderte die Tragweite dieser Begriffe und den innern 
Zusammenhang jener bis dahin vereinzelt dastehenden Sätze 
erkannt und aus ihnen durch systematische Zusammen- 
fassung und Weiterbildung einen ganz neuen Zweig geome- 
trischer Forschung entwickelt. Diese Entwicklung verlief 
bald unter den Händen der modernen Geometer in einer 
solchen Richtung, daß die Tochter, die projektive Geometrie, 
von ihrer iVlutter, der griechischen oder Euklidischen 
Geometrie^), immer unabhängiger wurde und schließlich 
geradezu in einen gewissen Gegensatz zu ihr trat. Sind 
z. B. bei Euklid alle Figuren starr und unbeweglich, so setzt 
die neuere Geometrie die Elemente ihrer Gebilde gern in 
Bewegung: Punkte durchlaufen Linien, gerade Linien drehen 
sich um feste Punkte oder wälzen sich als bewegUche Tan- 
genten um krumme Linien herum. Ebenen drehen sich um 
feste Achsen usw. Damit hängt der zweite Gegensatz zu- 
sammen, daß in der Eukhdischen Geometrie die Zahl der 
Bestandteile (Punkte und Linien) einer Figur endlich ist, 
während sich die projektive Geometrie mit Vorliebe mit den 
unendlich vielen Punkten einer geraden oder krummen Linie, 
den unendlich vielen Punkten und Geraden einer Ebene, den 
unendlich vielen Strahlen eines Büschels oder Bündels be- 
schäftigt. Das Interesse des griechischen Geometers ist 
ferner meist auf Einzelheiten, auf spezielle Erkenntnisse ge- 

') Euklid, der berühmte Verfasser der „Elemente", eines 
Lehrbuchs der Elemenfargeomeirie, lebte um 300 v, Chr. in Alex- 
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richtet; der moderne Geometer strebt nacli der Aufstellung 
allgemeiner, weitumfassender Sätze und Bezieiiungen und 
sucht die dabei hinderlichen Ausnahmen durch kühne Be- 
griflserweiterungen aus dem Wege zu räumen. Endlich be- 
ziehen sich die Sätze Euklids fast alle auf „metrische" Eigen- 
schaften der Figuren, d. h. auf Vergleichung und Messung 
von Strecken- und Winkelgrößen; der neueren Geometrie 
ist es dagegen gelungen, sich immer mehr vom Maße unab- 
hängig zu machen und schließlich zu einer reinen „Geome- 
trie der Lage" zu werden, der es nicht mehr auf Größen-, 
sondern nur noch auf Lagenverhältnisse ankommt. In der 
nachfolgenden Schilderung des Werdeganges der projek- 
tiven Geometrie wird sich Gelegenheit bieten, diese allge- 
meinen Behauptungen an Beispielen zu erläutern. 

Im Gegensatz zu der rechnend verfahrenden analyti- 
schen Geometrie, ihrer etwa gleichalterigen Schwester, 
wird die projektive Geometrie auch neuere synthetische 
oder kurz synthetische Geometrie genannt. 

1. DESARGUES. 

Die ersten Gedanken zu einer projektiven Geometrie ent- 
stammen der Werkstatt des Technikers; Qirard Desar- 
gues aus Lyon {15Q3— 1662), der Vater der neueren syn- 
thetischen Geometrie, war Baumeister und Ingenieur, Die 
erste wissenschaftliche Arbeit. Desargues', den der berühmte 
Philosoph und Mathematiker Descartes, der Schöpfer der 
analytischen Geometrie, seiner vertrauten Freundschaft wür- 
digte, betraf die für den Baumeister besonders wichtige 
Zentralperspektive (1636); seine zweite Arbeit behandelt die 
Lehre von den Kegelschnitten (1639)'). Diese Reihenfolge 
ist nicht zufällig; das Werk über die Kegelschnitte zeigt 
vielmehr deutlich, daß Desargues die Anregung zu seinen 
neuen geometrischen Ideen und Untersuchungen aus der 
Beschäftigung mit der Perspektive empfangen hat. 

') Brouiilon projecl d'une atteinte aux äuänemens des rencon- 
tres d'un cone auec un plan, par le sieur Q, Desargues Lionais, 
Paris 1639. Oeuvres de Desar^es rßunies et analys^es par 
M. Poudra, Paris 1864, tome I, 97. 
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Zentral Perspektive 3 

Die Zentralperspektive oder Zentralprojektion ist eins der 
in der Technik angewandten Verfahren, eine körperliche 
Figur, z. B. ein Haus oder eine Maschine, durch eine ebene 
Zeichnung abzubilden. Man denkt sich zu diesem Zwecke 
das als Punkt angenommene Auge A eines Beobachters durch 
gerade Linien, die Projektions- oder Sehstrahlen, mit 
allen Punkten der abzubildenden Raumfigur r verbunden 
und den Bündel dieser Sehstrahlen durch irgendeine als 
durchsichtig vorgestellte Ebene e, die Bildebene, ge- 
schnitten. Als einfaches Beispie! werde etwa die aus den 
zwölf Kanten eines Würfels bestehende Raumfigur als abzu- 
bildender Gegenstand r angenommen. Jedem Punkte P einer 
Würfelkante entspricht dann ein Punkt P' der Bildebene, 
nämlich der Schnittpunkt dieser Ebene mit dem Sehstrahl 
AP. Diesen Punkt P" nennt 
man das Perspektive Bild 
des Punktes P. Eine beliebige 
Würlelkante g kann mit dem 
Auge A durch eine Ebene T, 
die projizierende Ebene 
der Geraden g, verbunden wer- 
den (denn durch eine Gerade 
und einen Punkt außerhalb 
derselben ist eine Ebene ein- 
deutig bestimmt). Durchläuft P 

jene Würlelkante g, so bleibt der Sehstrahl AP in dieser 
Ebene t, und der Bildpunkt P' durchläuft daher die Gerade 
g, in welcher sich die Ebenen t und e schneiden; die Ge- 
samtheit der Punkte einer geraden Linie heißt in der neueren 
Geometrie eine gerade Punktreihe: Das Perspektive 
Bild einer geraden Punktreihe ist also wieder eine 
gerade Punktreihe. 

Die Punkte der beiden Geraden g und g' {Fig. 1) sind 
durch die Perspektive Beziehung derartig miteinander ver- 
knüpft, daß jedem Punkte P von g ein Punkt P von g', 
nämlich der Schnittpunkt von AP und g', und jedem Punkte 
P' von g ein Punkt P von g, nSmlich der Schniltpunkl von 
AP' und g, entspricht. Die soeben ausgesprochene Behaup- 
tung bedarf jedoch einer Einschränkung. Ziehen wir AP^'Wg, 
so ist dem Punkte P^' kein Punkt von g zugeordUrCt, da sich 
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4 Unendlich ferne Funkle 

parallele Linien nicht schneiden. Der Punkt P/ ist derjenige 
Punkt der Bildgeraden g', den man erblickt, wenn man pa- 
rallel zu der Würtelkante g auf die Bildebene sieht. Ihm 
kommt der bewegliche Bildpunkt P' immer näher, wenn 
sich der Qegenstandspunkt P auf der Geraden g aus der 
Nähe unseres Auges entfernt oder unser Auge „flieht", Pj' 
heißt deshalb in der Perspektive der Fluchtpunkt der Ge- 
raden g. Solange sich P noch in irgendeiner meßbaren, 
wenn auch noch so großen I5ntferung vom Auge A befin- 
det, kann sein Bild P' noch nicht genau mit P/ zusammen- 
fallen. 

Hier setzt nun der neue Gedankengang Desargues' ein. 
Er erklärt: P' wird dann mitP/ genau zusammenfallen, wenn 
der Punkt P auf der Geraden g bis ins Unendliche flieht. 
Damit war der fflr die projektive Geometrie überaus nütz- 
liche Begriff des unendlich fernen Punktes einer Ge- 
raden gefunden. Nunmehr ist auch dem Fluchtpunkte P,' 
ein Punkt von g, nämlich ihr unendlich ferner Punkt Pj, zu- 
geordnet. Verfolgt man diese Anschauung weiter, so muß 
man sagen, daß die Gerade g in diesem unendlich fernen 
Punkte von der parallelen Geraden APi geschnitten wird. 
Die projektive Geometrie kann also die Euklidische Defini- 
tion der Parallelen: Parallele Geraden sind solche Geraden 
einer Ebene, die sich nicht schneiden, nicht mehr gebrauchen. 
Sie muß vielmehr erklären: Zwei Geraden einer Ebene 
schneiden sich stets in einem Punkte; der Schnitt- 
punkt paralleler Geraden liegt im Unendlichen. 

Der unendlich ferne Punkt P[ kann übrigens auf der Ge- 
raden g nach Belieben links oder rechts angenommen wer- 
den. In welcher Richtung auch der Punkt P ins Unendliche 
fliehen mag, die Gerade AP fällt schließlich stets mit der- 
selben Geraden AP^' zusammen. Die gerade Linie bekommt 
demnach durch die Einführung des unendlich fernen Punktes 
den Charakter einer geschlossenen Kurve (ähnhch dem 
Kreise); dreht sich AP" um den Punkt A z. B. im Sinne des 
Uhrzeigers, so durchläuft der Punkt P die Gerade g nach 
links. Ist P' im Punkte P,' angekommen, so befindet sich 
P im Unendlichen. Dreht sich AP' über j^Pj' hinaus in dem- 
selben Sinne weiter, so kehrt P von rechts her aus dem 
Unendlichen zurück. 
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Unendlich lerne gerade Linien 5 

Fragt man nun nach dem Vorteil der neuen Auffassungs- 
weise, so ist vor allem darauf hinzuweisen, daß sich jetzt 
viele bisher verschiedene Sätze in einen Satz zusammen- 
ziehen lassen, und Ausnahmen, die bei manchen Sätzen zu 
machen waren, verschwinden. So ist z. B. jetzt der Satz: 
Durch einen Punkt läßt sich zu einer gegebenen Geraden 
nur eine Parallele ziehen, ein besonderer Fall des ganz ver- 
schieden klingenden Satzes: Durch zwei Punkte läßt sich 
nur eine Gerade legen. Denn die im ersten Satze genannte 
Parallele muß ja in der Tat durch zwei gegebene Punkte 
gehen, nämlich durch den unendlich fernen Punkt der ge- 
gebenen Geraden und durch den außerhalb dieser Geraden 
liegenden gegebenen Punkt. Ebenso überzeugt man sich 
leicht, daß in der Stereometrie die Sätze: 1) Durch eine 
Gerade läßt sich parallel zu einer andern windschiefen Ge- 
raden nur eine Ebene legen, und 2) durch einen Punkt läßt 
sich parallel zu zwei gegebenen nicht parallelen Geraden 
nur eine Ebene legen, beide in dem allgemeinen Satze ent- 
halten sind: Durch drei Punkte, die nicht in einer Geraden 
liegen, läßt sich nur eine Ebene legen. 

Die Einführung unendlich ferner Punkte führt zu der Vor- 
stellung unendlich ferner gerader Linien. Parallele Ebenen 
sind nach der alten Definition Ebenen, die sich nicht schnei- 
den. Man denke sich nun zwei parallele Ebenen Ej und e^ 
gegeben. Zu jeder Geraden von tj kann man durch irgend- 
einen Punkt von €o eine Parallele ziehen. Diese liegt in der 
Ebene e^. Die beiden Parallelen schneiden sich in einem 
unendlich fernen Punkte. Dieser ist olienbar beiden Ebenen 
gemein. Da die erste Gerade in e^ jede Gerade dieser Ebene 
sein kann, so haben parallele Ebenen nach der Auffassung 
der projektiven Geometrie die unendlich fernen Punkte aller 
ihrer Geraden gemein. Zwei Ebenen schneiden sich also 
stets in unendlich vielen Punkten. Sind die Ebenen nicht 
parallel, so bilden die Schnittpunkte eine gerade Linie; sind 
sie parallel, so liegen alle Schnittpunkte im Unendlichen. Um 
diese beiden Falle in einen Satz zusammenfassen zu können, 
erklärt Desargues: Die unendUch fernen Punkte einer 
Ebene liegen in der unendlich fernen Geraden dieser 
Ebene. Die projektive Definition paralleler Ebenen lautet 
dann: Parallele Ebenen sind Ebenen, deren Schnitt- 
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() Die unendlich ferne Ebene 

gerade im Unendlichen liegt. Die Einführung der un- 
endlich lernen Geraden bewirkt eine ähnliche Vereinfachung 
und Zusammenziehung mancher Sätze, wie die der unend- 
lich lernen Punkte. So wird der Satz, daß sich durch einen 
Punkt außerhalb einer Ebene nur eine Ebene parallel der 
gegebenen legen läßt, ein besondrer Fall des Satzes, daß 
durch eine Gerade und einen Punkt außerhalb derselben 
eine Ebene eindeutig bestimmt ist. 

Eine notwendige Ergänzung dieser Lehre von den un- 
endlich fernen Punkten und Geraden ist die von Desargues 
noch nicht ausgesprochene Annahme der unendlich fernen 
Ebene. Denkt man sich irgendeine Ebene e von allen an- 
dern Ebenen e' geschnitten und sodann e so bewegt, daß 
ihre Entfernung von irgendeinem festen Punkte i^ des 
Raumes beständig wächst, so wachsen auch die Entfernungen 
der sämtlichen Schnittgeraden vom Punkte Ä, von denen 
keine diesem Punkte A naher hegt als die Ebene e selbst. 
Flieht die Ebene « so weit, daß ihre Entfernung von A un- 
endlich groß wird, so geschieht dasselbe mit den Entfer- 
nungen aller Schnittgeraden von A. Jede Schnittgerade ver- 
wandelt sich in die unendlich ferne Gerade ihrer Ebene e'. 
Die sämtlichen unendlich fernen Geraden erfüllen also eine 
Ebene e, die unendlich lerne Ebene des Raumes. 

Desargues' „Brouillon project" ist nicht nur wegen der 
folgerichtigen Durchführung der Vorstellungen der unend- 
lich lernen Raumelemente, sondern vor allem wegen der 
fruchtbaren Anwendung der Zentralperspektive auf die Un- 
tersuchung der Perspektiven Bilder des Kreises, der soge- 
nannten „Kegelschnitte", von Wichtigkeit Die gegebene ab- 
zubildende Raumfigur r sei ein Kreis von beliebiger Stellung 
im Räume. Das Auge A liege nicht in der Ebene des Kreises. 
Irtan lasse in Gedanken einen beweglichen Punkt P die ganze 
Kreisperipherie r durchlaufen und fasse die Gesamtheit der 
von dem Sehsfrahl AP nacheinander eingenommenen Lagen 
gleichzeitig ins Auge, Diese bilden eine krumme Fläche, 
die man als Kreiskegel bezeichnet; A heißt der Scheitel 
und jede beliebige Lage, die der Sehstrahl AP bei der .ge- 
schilderten Bewegung annehmen kann, eine Erzeugende 
des Kegels. Der Kreis r heißt der Grundkreis des Kegels. 
Die Bildebene £ schneidet nun den projizierenden Krei&- 
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Kegelschnitte 7 

kegel in einer Linie, die den Namen Kegelschnitt führt. 
Die Geschichte der Lehre von den Kegelschnitten geht bis 
ins Altertum zurück. Menaechmus (um 350 v, Chr., ein 
Schüler Piatos) entdeckte diese Linien als geometrische 
örter bei der Lösung gewisser planimetrischer Konstruk- 
tionsaufgaben, ohne aber ihren stereometrischen Charakter 
als Schnitte eines Kreiskegels zu erkennen. Erst ApoUonius 
von Pergae (zwischen 250 und 200 v. Chr. in Alexandria, 
dann in Pergamum) behandelt in seinem berühmten Werke 
ober die Kegelschnitte die in Rede stehenden drei Kurven- 
arien (s. u.) als ebene Schnitte eines und desselben Kreis- 
kegels und leitet alle ihre Eigenschaften aus dieser Defini- 
tion ab. 

Geht die Schnittebene e zunächst durch den Scheitel des 
Kegels, so sind drei Fälle möglich: 1) e verbindet A mit 
einer Sekante PiPa des Grundkreises. Der Kegelschnitt 
besteht aus den Geraden APi und AP^.'^) 2) An die Stelle 
der Sekante tritt eine Tangente t mit dem Berührungspunkt 
P. Die beiden den Kegelschnitt bildenden Geraden fallen 
in der doppelt zählenden Geraden oder kurz der „Doppel- 
geraden" AP zusammen. 3) € geht durch eine r nicht 
schneidende Gerade g der Grundkreisebene, Der Kegel- 
schnitt besteht nur aus dem Punkte A Als Kegelschnitte 
im engern Sinne betrachtet man die Schnitte, die sich er- 
geben, wenn die Schnittebene nicht durch den Scheitel 
geht. Auch hier sind drei Falle zu unterscheiden, die man 
aus den drei obigen trivialen Fallen dadurch ableiten kann, 
daß man die Schniltebene e parallel zu einer jener drei be- 
sondern Lagen annimmt: l)Die Schnittebene e ist der Ebene 
j4PiPg und somit zwei Erzeugenden AP^ und AP^ parallel; 
sie trifft diese in zwei unendlich fernen Punkten Pi und P/, 
Alle andern Punkte des Kegelschnitts liegen im Endlichen. 
Der Kegelschnitt führt in diesem Falle bei ApoUonius den 
Namen Hyperbel. 2) Die Schnittebene e ist der durch A 
und ( bestimmten Ebene parallel. Die beiden von ihr im 
Unendlichen geschnittenen Erzeugenden fallen in der Doppel- 
geraden AP zusammen; sie schneidet diese in einem un- 



') Der „Kegelschnitt" ist der Schnitt der (unbegrenzten) Kegel- 
fläche. Die Sehne P,P, des Orundkreises gehört alslt nicht dazu. 
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g Die Keg^el schnitte bei Apollonius 

endlich fernen Punkte P'. Alle andern Punkte des Kegel- 
schnitts liegen im Endlichen. Er bildet eine in dem unend- 
licii fernen Punkte P' geschlossene Kurve. Apollonius 
nennt ihn Parabel (Fig. 2). 3) Die Schnitt- 
ebene e ist der durch Ä und g bestimmten 
Ebene und somit keiner Erzeugenden par- 
allel; jeder Punkt des Kegelschnitts liegt im 
Endlichen. Der Kegelschnitt bildet eine im 
Endlichen völlig geschlossene Kurve. Er heißt 
nach Apollonius Ellipse (Fig. 3)^}. 

Hierzu ist jedoch zu bemerken, daiJ die mo- 
derne Desargues sehe Auflassung der Kegel- 
fläche eine andre ist als die des Altertums. 
Apollonius betrachtet nur denjenigen von 
A ausgehenden Teil („Strahl") der Geraden 
AP, der den Punkt P enthält, nicht die ganze, 
auch über A hinaus sich ins Unendliche er- 
streckende Gerade. Sein Kreiskegel besitzt 
le Spitze und erstreckt sich von A aus mit einer 
Öffnung in der Richtung nach dem Kreise r hin. In der 
neuern Geometrie aber entsteht der Kegel durch Bewegung 
der ganzen von A aus nach zwei ent- 
gegengesetzten Richtungen ins Unend- 
liche verlautenden geraden Linie j4P. 
Er besteht demnach aus zwei Apollo- 
nischen Kegeln mit der gemeinsamen 
Spitze j4, deren Öffnungen von diesem 
Punkte aus nach entgegengesetzten 
Fig- 3. Seiten gerichtet sind. Diese verschie- 

dene Auffassung führt zu einer ver- 
schiedenen Definition der Hyperbel. Verschiebt man die 
zunächst durch zwei Erzeugende AP^ und AP^ gelegte 
Ebene e parallel mit sich selbst (Fall 1), so schneidet sie, 
wie die Anschauung lehrt, beide Halbkegel. Die Hyperbel 
besteht also für die neuere Geometrie aus zwei entgegen- 



daher in >] e 




') Vor Apollonius legte Ar istaeus (um 320 v.Chr.) die Schnitt- 
ebene stets senkrecht zu einer Erzeugenden. Ein und derselbe 
Kegel ergab dann je nach seiner Form immer nur eine der drei 
Kegelschnitiarten. 
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Die beiden Hyperbel zweige 9 

geselzt gekrümmfen oder, wie Desargues sagt, „dos ä 
dos" liegenden Hälften oder Zweigen (Fig. 4); Apollo- 
nius, der nur den einen Halbliegel ins Auge faßt, verstellt 
dagegen unter der Hyperbel nur den einen Zweig der 
Kurve, 

Die beiden Hyperbeizweige bilden aber für Desargues 
nicht etwa zwei getrennte Kurven, sondern einen durch das 
Unendliche hindurch zusammenhängenden Linienzug. Um 
dies zu verstehen, liehren wir noch einmal zu dem Kreise r 
zurüclf, dessen perspektives Bild 
die Hyperbel ist. Dieser Kreis hat 
im Punkte P^ wie in jedem andern 
seiner Punkte eine Tangente (j. 
Diese trifft die Kreisperipherie nur 
in einem Punkte Pi- Die durch A 
und ti bestimmte projizierende 
Ebene Tj hat daher mit der Kegel- 
fläche nur eine Erzeugende AP^ 
gemein; man sagt deshalb, sie be- 
rühre den Kegel längs APx, oder 
sie sei eine Tangentialebene des 
Kegels. Diese Tangentialebene t, 
schneidet die Bildebene e in einer 
Geraden (/, dem Bilde der Kreis- 
tangente ^1. Da Ti nur die Erzeu- 
gende -4P, enthält, so kann (,' nur diese eine Erzeugende 
treflen; und da // in der Bildebene e hegt, so ist dieser 
Treffpunkt das Bild P,' des Punktes P,. Die Gerade ti' 
hat also mit der Hyperbel nur einen Punkt P/ gemein; 
man bezeichnet sie deshalb als eine Tangente der Hy- 
perbel und P,' als ihren Berührungspunkt. Dieser Punkt 
P/ aber ist der unendlich ferne Punkt von APi, da e zu 
APi parallel ist. Das Bild der Kreistangente ti ist also 
eine Hyperbeltangente /,' mit unendlich fernem Berüh- 
rungspunkt. Wie ist das zu verstehen? Besitzt irgend- 
eine krumme Linie in einem Punkte P eine Tangente (, so 
sieht man, wie sich die Kurve der Geraden t nähert, sich 
ihr immer mehr anschmiegt, endlich im Punkte P mit ihr zu- 
sammenfällt, um sich sodann wieder von i zu entfernen. So 
muß sich nun die Hyperbel jener merkwürdigen Tangente /,' 




Hosted by 



Google 



10 Die Hyperbel eine geschlossene Kurve 

nahem und sich ihr immer inniger anschmiegen, ohne doch 
im Bndhchen jemals mit ihr wirklich zusammenzufreffen ; 
dabei läuft sie immer mehr auf den unendlich lernen Punkt 
von ti zu, d. h. sie unterscheide! sich allmählich immer we- 
niger von einer Parallelen zu (/, ohne jedoch von|irgend- 
eitier bestimmten Stelle ab tatsächlich in eine gerade Linie 
überzugehen. Die Hyperbel besitzt noch eine zweite Tangente fj' 
mit unendlich fernem Berührungspunkte P^'; diese ist das Bild 
der Kreistangente /j mit dem BerOlirungspunkte Ps- Die bei- 
den Tangenten, welche die Hyperbel im Unendlichen 
berühren, heißen die Asymptoten derHyperbel. 

Läßt man in Gedanken einen beweglichen Punkt P die 
Kreisperipherie r von irgendeiner beliebigen Anfangslage 
aus in der Richtung nach P, durchlaufen, so durchläuft der 
Bildpunkt P' den einen Hyperbelzweig von irgendeiner An- 
fangslage aus in der Richtung nach dem unendlich lernen 
Punkte Pi'; er kommt dabei der Asymptote t{ immer naher. 
Fällt P mit Pj zusammen, so wird AP ^ AP^ der Ebene £ 
parallel, d. h. P' fällt in den unendlich fernen Punkt P/ der 
Hyperbel. Rückt nun P über Pj hinaus, so geht der Schnitt- 
punkt P' der Geraden AP und der Ebene e auf den andern 
Halbkegel und somit auf den andern Hyperbelzweig über. 
Da die Gerade // nur den einen unendlich fernen Punkt P^' 
besitzt, der in beiden Richtungen der Geraden angenommen 
werden kann, so haben wir uns den im Unendlichen erfol- 
genden Übergang des Punktes P' von einem Hyperbelzweig 
durch Pi' auf den andern Hyperbelzweig als einen völUg 
stetigen vorzustellen. P entfernt sich jetzt von P, und nähert 
sich Pg. Dementsprechend entfernt sich P' auf dem zweiten 
Hyperbelzweige von der Asymptote (i', um sich der zweiten 
Asymptote t^ zu nähern. Überschreitet P den Punkt P^, so 
geht P' durch den unendhch fernen Punkt Pj' der Asymp- 
tote ti stetig wieder auf den ersten Hyperbelzweig über, 
um mit P zugleich zur Anfangslage zurückzukehren. (Die 
Pfeile in Fig. 4 geben die Richtung der Bewegung des 
Punktes P' an.) Die Einführung der unendlich fernen Punkte 
hat also für Desargues und die projektive Geometrie zur 
Folge, daß die beiden Zweige der Hyperbel als im Unend- 
lichen zusammenhangende HMften einer einzigen geschlosse- 
nen Kurve erscheinen. 



Hosted by 



Google 



Kegelschnitte und unendlich ferne Oerade ] \ 

Der Kreis r kann von keiner Geraden g in mehr als zwei 
Punkten geschnitten werden. Den Schnittpunkten entspre- 
chen im Bilde diejenigen Punkte des Kegelschnitts, in wel- 
chen dieser von dem Bilde g' der Geraden g getroffen wird; 
ein Kegelschnitt kann also von keiner Geraden in 
mehr als zwei Punkten geschnitten werden. Hat eine 
Gerade mit dem Kreise nur einen Punkt gemein, so heißt 
sie Tangente des Kreises; das Bild einer Kreistangente ist 
eine Gerade, die mit dem Kegelschnitt auch nur einen Punkt 
gemein hat, und die man deshalb eine Tangente des Kegel- 
schnitts nennt. Tritll eine Gerade den Kreis r gar nicht, so 
kann ihr perspektives Bild den Kegelschnitt gleichfalls gar 
nicht treffen. Eine Gerade kann also zu einem Kegelschnitt 
(ebenso wie zu einem Kreise) drei verschiedene Lagen 
haben: Sie kann ihn in zwei Punkten schneiden, sie kann 
ihn berühren oder keinen Punkt mit ihm gemein haben. Das 
gilt auch von der unendlich fernen Geraden der Ebene t. 
Die drei Arten der Kegelschnitte lassen sich daher durch ihr 
Verhalten zu der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene fol- 
gendermaüen kennzeichnen: 1) Die Hyperbel hat zwei 
unendlich ferne Punkte; sie schneidet in diesen 
die unendlich ferne Gerade. 2) Die Parabel besitzt 
einen unendlich fernen Punkt; sie berührt in die- 
sem die unendlich ferne Gerade. 3) Die Ellipse 
liegt ganz im Endlichen; sie trifft die unendlich 
ferne Gerade gar nicht. 

Zu den großen Verdiensten Desargues' gehört beson- 
ders die Begründung der Polaren theorie für die Kegel- 
schnitte. Wenn sich auch einzelne Satze dieser Theorie 
schon im vierten Buche der „Kegelschnitte" des Apollo- 
nius finden, so hat doch erst Desargues diese Lehre im 
Zusammenhange entwickeU und folgerichtig durchgeführt. 
Als Ausgangspunkt für unsre Darstellung der Polaren- 
theorie wählen wir einen von Desargues mehrfach als Be- 
weismittel benutzten Satz, den wir heute unter dem Namen 
Satz des Menelaus (Ende des I.Jahrhunderts n.Chr.) 
kennen, der aber damals noch irrtümlich dem Ptolemaeus 
zugeschrieben wurde: Die Seiten eines Dreiecks ABC 
(Fig. 5) werden durch eine beliebige Gerade B'ÄC 
in solche Abschnitte geleilt, daß AB'-BC-CA'=' 
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AC- BA' ■ CB' ist. Um diesen Salz zu beweisen, ziehe man 
durcli eine Ecke, z. B. C, die Parallele zu der Geraden, 
welche die Seite ^ß in D schneide. Dann ist nach einem 
bekannten Satze der Ähnlichkeitslehre 




CB' ■ 



AC 
' CD 



ß. folglich 



AB' CA' _AC 
CB'' BA ~ BC 



oder 
AB'BC'-CA' = 



ACBÄCB'. 



Mit Hilfe dieses Satzes beweisen wir eine wichtige Eigen- 
schaft des vollständigen Vierseits. Das vollständige 
Vierseit') ist eine in der neuem Geometrie vielgebrauchte 
Figur. Es entsteht aus einem gewöhnlichen Viereck ABCD 
(mit den Seilen a, b, c, d) dadurch, daß man auch noch die 
Gegenseiten a und 
c in £ und die Ge- 
genseifen & und din 
F zum Schnitt bringt 
(Fig. 6). Ein voll- 
ständiges Vierseit ist 
also eine ebene Fi- 
gur, die aus vier ge- 
raden Linien und 
ihren sämtlichen 
sechs Schnittpunk- 
ten besteht. Die vier 
geraden Linien a, b, c, d heißen die Seiten, ihre sechs Schnitt- 
punkte A, B, C, D, E, F die Ecken des Vierseits. A und C, 
B und D, E und F sind die drei Paare von Gegenecken, 
deren Verbindungslinien e, f, g als Diagonalen des Vierseits 
bezeichnet werden. Die Diagonalen schneiden sich in drei 
Punkten P, Q, R. Die Seiten des Dreiecks PQR werden 




') Carnol, Oöomfilrie de posilion, 1803, S. 120. 
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Die harmonische Teilung 13 

von der Geraden a in den Punkten D, E, A geschnitten. 
Daher ist nach dem Satze des Menelaus 

PDQE.RA=PAQD- RE. 

Die Seiten desselben Dreiecks werden von der Geraden d 
in den Punkten D, F, C geschnitten. Daher ist nach dem- 
selben Satze 

PDQFRC = PC QDRF. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt durch Division 

QE RÄ_RE RA 

QF' RC RF' PC- 
Ersetzt man in der vorstehenden Entwicklung a und d durch 
b und c, so gelangt man auf demselben Wege zu der Glei- 
chung 

. . QE RC_RE PC 

^^' QF' RA~ RF' PA- 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt durch Multiplikation 

(P=(S)' 

Zieht man beiderseits die Quadratwurzel, so erhält man, da 
die Maßzahlen von Strecken alle positiv sein müssen, 

QE _RE 

QF~ RF- 

Wenn zwei Punktpaare Q, R und E, F auf einer Geraden 
eine solche Lage haben, daß ein Punkt Q des einen Paares 
zwischen den Punkten des andern Paares , der andre 
Punkt R dagegen außerhalb der Strecke EF Hegt, so sagt 
man, der Punkt Q teile die Strecke EF „innerhalb", der 
Punkt R „außerhalb". In dem vorhegenden Falle verhalten 
sich die bei der innern Teilung entstehenden Abschnitte QE 
und QF ebenso zueinander wie die Abschnitte RE und RF, 
die durch den äußeren Teilpunkt hervorgerufen werden. 
Man sagt dann, die Punkte Q und R teilen die Strecke EF 
harmonisch. Wird die Strecke EF durch Q innerhalb 
und durch R außerhalb geteilt, so wird umgekehrt die Strecke 
QR von einem der beiden andern Punkte, hier von dem 
Punkte F, innerhalb und von dem andern außerhalb geteilt; 
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14 Harmonische Pankle 

QF und RF sind in diesem Falle die Abschnitte der Innern 
Teilung, QE und RE diejenigen der äußern. Schreibt man 
nun die letzte Gleichung in der veränderten Form 

RE RF' 

so sieht man sofort, daß sich die Abschnitte der innern Tei- 
lung der Strecke QR ebenso zueinander verhalten wie die 
Abschnitte der äußern Teilung. Es besteht also der Satz: 
Wird die Strecke £F durch die Punkte Q und R har- 
monisch geteilt, so wird auch die Strecke QR durch 
die Punkte £ und F harmonisch geteilt. Die vier 
Punkte EFQR zerfallen demnach in zwei Punklpaare von 
solcher Lage, daß jedes die Verbindungsstrecke des andern 
harmonisch teilt. Vier solche Punkte heißen vier harmo- 
nische Punkte oder nach v. Staudt ein harmonischer 
Wurf; die Punkte jedes Paares heißen konjugierte oder 
zugeordnete Punkte. 

Kehren wir nun zu unserm vollständigen Vierseit zurQck, 
so sehen wir, daß zwei konjugierte Punkte E und F des 
harmonischen Wurfs Gegenecken des Vierseits sind, wäh- 
rend die beiden andern konjugierten Punkte Q und R die 
Schnittpunkte der Diagonale EF = g und der beiden andern 
Diagonalen sind. Durch passende Abänderung der obigen 
Entwicklung kann man beweisen, daß auch APCR und 
DPBQ harmonische Würfe sind. Man kann daher den 
Satz aussprechen: Jede Diagonale eines vollständigen 
Vierseits wird durch die beiden andern Diagonalen 
harmonisch geteilt. 

Man kann auf Grund dieses Satzes die Aufgabe, zu drei 
gegebenen Punkten den vierten harmonischen zu konstru- 
ieren, die in der Euklidischen Geometrie durch Ziehen von 
Parallelen, also mit Lineal und Zirkel (bzw. Dreieck), ausge- 
führt wird, unter alleiniger Benutzung des Lineals lösen. 
Sind E, Q, F die drei gegebenen Punkte, und sollen E und 
F einander konjugiert sein, so lege man durch E zwei be- 
liebige gerade Linien a und c und schneide diese mit einer 
durch Q gezogenen beliebigen Geraden in den Punkten D 
und B. Der Schnittpunkt von DF und EB sei C, derjenige 
von BF und ED sei A. AC schneidet dann die gegebene 
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Gerade BF in dem zu Q konjugierten vierten harmonischen 
Punkte R. 

Daß es zu drei gegebenen Punkten E, Q, F nur einen 
vierten, Q zugeordneten liarmonisctien Punkt gibt, lehrt fol- 
gende einlache Rechnung: Setzt man in der Gleichung 

RE_QE 

RF ~ QP 



tür RE die Summe RF + EF ein, 
' ^ KP r. 



] ergibt sich zunächst 



und daraus durch leichte Umlormungen 
EP.QP 
'^^ QE-QP ■ ' 
Da die Punkte E, Q, F gegeben sind, so ist die Strecke RF 
und somit die Lage des Punktes R eindeutig bestimmt. 

Nach diesen Abschwei- 
fungen kehren wir zu der 
begonnenen Darstellung der 
Polarentheorie zurück. Wir 
folgen dabei dem Desar- 
g ue s sehen Prinzip, die Eigen- 
schaften der Kegelschnitte für 
den Kreis zu beweisen und 
dann mittels Zentralprojektion 
auf alle Kegelschnitte zu 
übertragen. Die Polaren- 
Iheorie des Kreises läßt sich 
folgendermaßen begründen: 
Durch einen außerhalb eines Kreises liegenden Punkt |P 
(Fig. 7) werde der Durchmesser QR und eine beliebige 
andere Sekante QR' gezogen. S sei der Schnittpunkt von 
QQ' und RR' und T der Fußpunkt des von S auf QR ge- 
fällten Lotes. Verbindet man Q mit R' und Q' mit R, so ist 
^ QR'R = ^ QQ'R = 90" als Peripheriewinkel im Halb- 
kreise. ST, QR' und RQ' sind also die drei Höhen des 




') Ist QE<QF, oder liegt Q auf der Verlängerung von EF, 
so erfährt diese Formel leicht ersichtliche Änderungen. 
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16 Pol und Polare beim Kreise 

Dreiecks SQR. Die Höhen eines Dreiecks gehen durch 
einen Punkt; QI^ und RQ' schneiden daher ST in dem- 
selben Punkte U. Man erkennt nun sogleich die Figur des 
vollständigen Vierseits: Q'S, SR', R'U und UQ' sind die 
Seiten, Q'R', SU und QR die Diagonalen. Nach dem Satze 
vom vollständigen Vierseit sind also PQTR und PQ'T'R' 
(wenn wir den Schnittpunkt von Q'R' und SU mi T be- 
zeichnen) harmonische Würfe. 

In dieser Figur ist PR' eine ganz beliebige Sekante durch 
P. T ist dagegen ein durch P eindeutig bestimmter Punkt, 
nämlich der vierte harmonische, P zugeordnete Punkt des 
Durchmessers PQR. Mithin ist auch das in 7" aui PR er- 
richtete Lot, das wir p nennen wollen, durch P eindeutig 
bestimmt. Daraus folgt sofort: Wenn sich die beliebige Se- 
kante PR' um P dreht, so bleiben die drei Punkte S, T 
und V auf der festen Geraden p. Lassen wir die Sekante 
stetig in eine Tangente übergeben, so fallen die Punkte 
Q', R', S, T', U alle in dem Berührungspunkte zusammen; 
die Berührungspunkte der beiden von P an den Kreis ge- 
legten Tangenten liegen also auch auf der Geraden p, oder 
p ist die „Berührungssehne" dieser Tangenten. 

Hält man umgekehrt die Sekante PR' in ihrer ersten Lage 
fest, dreht aber den Durchmesser PR, so daß er zu einer 
beliebigen zweiten Sekante PQ"R" {in der Figur wegge- 
lassen) wird, so bleibt der dem Punkte P konjugierte Punkt, 
der jetzt T" statt T heiße, auf der Berührungssehne p. Die 
Punkte U und S, die jetzt zu W und S' werden, liegen nach 
dem Satze vom Vierseit mit T' und T" in einer Geraden, 
bleiben also auch auf der Geraden p. 

Die Ergebnisse der vorstehenden Betrachtungen lassen 
sich in den folgenden Satz zusammenfassen: Zieht man 
durch einen außerhalb eines Kreises liegenden 
Punkt P sämtliche Sekanten und Tangenten, so 
liegen folgende Punkte auf einer und derselben 
Geraden p: 

1) Derjenige Punkt jeder Sekante, welcher deren 
Schnittpunkte und den Punkt P zu einem harmoni- 
schen Wurf ergänzt und P zugeordnet ist (siehe T, 
r und r in Fig. 7). 
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Hauptsalz der Polare titheorie 17 

2) Die Berührungspunkte der beiden von P aus- 
gehenden Tangenten. 

3) Der Schnittpunkt der Diagonalen jedes Vier- 
ecks, dessen Ecken Schnittpunkte des Kreises und 
zweier Sekanten sind (siehe U und W). 

4) Der Schnittpunkt derjenigen beiden Gegen- 
seiten eines solchen Vierecks, welche nicht durch 
P gehen (siehe S und S'). 

Dieser Satz kann als der Hauptsatz der Polaren- 
theorie bezeichnet werden. Die Gerade p ist später von 
Gergonne') als Polare des Punktes P in bezug auf den 
Kreis bezeichnet worden; der Punkt P heißt nach Servois^) 
der Pol von p. 

Der Satz ermöglicht u. a. die Konstruktion der Tangenten 
an einen Kreis von einem gegebenen Punkte P aus mit 
alleiniger Benutzung des Lineals. Man braucht zu diesem 
Zwecke nur durch P zwei beliebige Sekanten PQR und 
PQ' R' zu ziehen. Darauf bestimme man 1) den Schnittpunkt 
von QR' und Q'R und 2) denjenigen von QQ' und RR'. Die 
Verbindungslinie dieser beiden Schnittpunkte ist die Polare 
von P und trifft daher die Kreisperipherie in den Berüh- 
rungspunkten der gesuchten Tangenten. Der Satz kann 
ferner zur Konstruktion des vierten harmonischen Punktes 
benutzt werden. (Die Ausführung sei dem Leser überlassen.) 

Nähert sich der Punkt P (Fig. 7} der Peripherie, so rücken 
ihm die Berührungspunkte der Tangenten auf der Peripherie 
entgegen; die Berührungssehne p nähert sich also ihrem 
dol. Fällt P mit einem Punkte der Kreislinie zusammen, so 
vereinigen sich die Berührungspunkte der Tangenten in 
Pemselben Punkte. Die Berührungssehne p wird zur Tan- 
gente im Punkte P. Man definiert deshalb als Polare 
eines Punktes der Kreisperipherie die durch ihn 
gehende Tangente. 

Denkt man sich durch den Punkt T (Fig. 7) alle mög- 
lichen Sekanten gezogen und auf jeder von ihnen denjenigen 
Punkt bestimmt, welcher T und die beiden Schnittpunkte 
der Sekante zu einem harmonischen Wurf ergänzt und T 



') Gergonne, Annaies d. Math. Hl, 297 (1813). 
*j Servois, Gergonnes Ann. d. Math. I, 337 (1810). 
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18 Erweilerung des Polatenbegriffs 

zugeordnet ist, so liegen alle diese Punkte, wie man leicht 
nachweisen kann, auf derjenigen Geraden, welche in P auf 
dem verlängerten Durchmesser Q TK senkrecht steht. Diese 
Gerade nennt man die Polare des Punktes 7". 

Durch die letzten beiden Definitionen ist der Begriff der 
Polare derartig erweitert worden, daß jedem beliebigen 
Punkte, mag er außerhalb oder innerhalb oder auf der Peri- 
pherie des Kreises liegen, eine bestimmte Gerade als Polare 
zugeordnet ist. Noch eine wichtige Bemerkung ergibt sich 
leicht aus der Fig. 7: Nimmt man auf der Polare p von 
P einen beliebigen Punkt T' im Innern des Kreises an, 
so feilen P und T' die Sekante Q'R' harmonisch; die 
Polare von T' muß also durch den zu T' konjugierten 
Punkt P gehen. Aus dem 4. Teile des Hauptsatzes kann 
man ferner (wenn man P durch S ersetzt) leicht er- 
kennen, daß die Polare des auf p, aber außerhalb des 
Kreises liegenden Punktes S ebenfalls durch P geht. Es 
besteht also der Satz: Liegt ein Punkt auf einer Ge- 
raden p, so geht seine Polare durch den Pol dieser 
Geraden. 

Uns interessiert hier aber nicht die weitere Ausgestaltung 
der Polarentheorie für den Kreis, sondern die Übertragung 
dieser Theorie auf die Kegelschnitte. Hierzu bedarf es nur 
noch einer einzigen Vorbereitung. Wir wissen, daß das Per- 
spektive Bild einer Gera- 
den g wieder eine gerade 
Linie g ist. Greifen wir 
auf der Geraden g irgend 
vier harmonische Punkte 
PQRS heraus, so werden 
diese durch vier Punkte 
P'Q'R'S' der Geraden g, 
{Fig. 8) abgebildet. Man 
kann nun sehr leicht nach- 
weisen, daß diese vier 
Fig. 8. Bildpunkte ebenfalls har- 

monisch liegen. Die Hilfs- 
linie P'S schneide AQ in Q" und AR in R". Die Seifen 
des Dreiecks Q"QS werden dann von der Geraden AP in 
Ä, P' und P und von der Geraden AR in A, R" und R ge- 
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Harmonische Strahlen \g 

schnitten. Durch zweimalige Anwendung des Salzes von 
Menelaus ergibt sich daher 

Q"A-QP- SP' = Q"P' -QA-SP 
Q"A ■ QR ■ SR" = Q"R" -QA-SR 
und daraus durch Division 

QP SP^ _ Q"P' SP 
QR' SR'~ Q'R' 'SR- 

Nach unserer Voraussefzung ist 

QP _ SP 

QR~ SR' 
daher ergibi sich weiter 

SP- Q'-P- 
JR^ Q'R" 
Man sieht soforf, daß durch diese Gleichung der Wurf 
P'Q"R"S als harmonisch gekennzeichnet wird. Wendet man 
dasselbe Verfahren auf das Dreieck P'R'R" und die Ge- 
raden AQ' und AS' an, so erhalt man ebenso 

P-Q- _R'Q- 

PS' R'S'' 

d. h. P'Q'R'S' sind vier harmonische Punkte. Man nennt 
solche Strahlen, die von irgendeinem Punkte A aus nach 
vier harmonischen Punkten PQRS gezogen werden, har- 
monische Strahlen; g' ist eine beliebige Gerade, welche 
diese vier harmonischen Strahlen schneidet. Das Ergebnis 
kann daher in folgendem kurzen Satze ausgesprochen wer- 
den: Vier harmonische Strahlen werden von jeder 
Geraden in harmonischen Punkten geschnitten. 

Mit diesem Satze sind wir nun im Besitz aller Mittel, die 
nötig sind, um die Polarentheorie vom Kreise auf beliebige 
Kegelschnitte zu übertragen. Man nehme außerhalb der 
Ebene der Fig. 7 einen Punkt A an und verbinde ihn mit 
dem Kreise durch eine Kegeltläche. Diese wird von irgend- 
einer nicht durch A gehenden Ebene e in einem Kegel- 
schnitt getroffen. Punkten, die in der Kreisebene in einer 
Geraden liegen, entsprechen in der Bildebene wieder Punkte 
einer Geraden. Jedem harmonischen Wurf entspricht nach 
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20 Polarenfheorie der Kegelschtiitfe 

dem letzten Satze wieder ein tiarmonisctier Wurf. Jeder 
Kreistangente entsprictit eine Kegelschnitfangente, dem Be- 
rütirungsp unkte der einen entspricht der Berührungspunkt 
der andern. Kurz: Der Hauptsatz der Poiarentheorie 
kann Wort für Wort für jeden beliebigen Kegel- 
schnitt ausgesprochen werden. Dasselbe gilt von 
den weitem Sätzen jener Theorie, soweit sie sich 
nicht auf spezielle metrische Eigenschaften des 
Kreises beziehen. Zu solchen nicht übertragbaren me- 
trischen Eigenschaften gehört z. B. diejenige, daß p auf dem 
Durchmesser QR senkrecht steht. 

Aus den allgemeinen Sätzen der Polarentheorie lassen 
sich viele besondre Eigenschaften der Kegelschnitte ableiten. 
Jede Gerade in der Ebene eines Kegelschnitts besitzt einen 
Pol, also auch die unendUch ferne Gerade. Der Pol der 
unendlich lernen Geraden heiße M. Man lege durch M ir- 
gendeine Sekante, welche den Kegelschnitt in Q und R 
und die unendlich lerne Gerade in S schneide. Nach dem 
Hauptsatze der Polarentheorie (Teil 1} sind dann SQMR 
vier harmonische Punkte. Der Punkt S hegt im Unendlichen; 
der ihm zugeordnete Punkt M halbiert also die Strecke QR. 
Der Punkt M halbiert daher jede durch ihn gelegte Sehne. 
Man nennt ihn dieser Eigenschaft wegen den Mittelpunkt 
und die durch ihn halbierten Sehnen die Durchmesser 
des Kegelschnitts (diese sind aber nicht, wie beim Kreise, 
alle von gleicher Länge). 

Die Polaren aller Punkte einer Geraden p gehen durch 
den Pol P dieser Geraden. Jeder unendlich ferne Punkt D 
hat also eine durch M gehende Gerade, d. h. einen Durch- 
messer d zur Polare. Auf diesem Durchmesser d müssen 
nach dem zweiten Teile des Hauptsatzes die Berührungs- 
punkte der von D an den Kegelschnitt gezogenen Tangenten 
liegen. Da diese durch denselben unendlich fernen Punkf D 
gehen, so sind sie parallel. Man erhalf also den Satz: Durch 
die beiden Endpunkte jedes Durchmessers gehen 
zwei parallele Tangenten. 

Durch den unendlich fernen Punkt D gehen außer den 
beiden Tangenten auch unendlich viele Sekanten. Diese 
sind natürlich alle den Tangenten parallel. Eine beliebige 
von ihnen schneide den Kegelschnitt in E und F und den 
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Konjugierle Durchmesser 21 

Durchmesser d in G. Dann sind nach dem ersten Teile des 
Hauptsatzes DEGF vier liarmonisclie Punkte. D liegt aber 
im Unendlichen; G halbiert also die Sehne EF. EF isi eine 
beliebige den beiden Tangenten parallele Sehne und G ihr 
Schnittpunkt mit dem Durchmesser. Es besteht also der 
Satz: Jeder Durchmesser halbiert die Sehnen, die 
den durch seine Endpunkte gelegten Tangenten 
parallel sind. 

Unter dieser Schar paralleler Sehnen ist nun eine aus- 
gezeichnet, nämlich die durch M gehende, oder der Durch- 
messer d'. Welches ist der Pol dieses Durchmessers? 
Jedenfalls liegt dieser Pol D', wie der Pol jedes Durch- 
messers, im Unendhchen. Nun gehört aber d' zu der durch 
den Punkt D gehenden Sehnenschar. Nach einem Satze 
der Polarentheorie muß also ihr Pol D' auf der Polare von 
D, d. h. auf d liegen. Die beiden Durchmesser d und d' 
stehen also in einer solchen Beziehung zueinander, daß jedeT 
von ihnen den unendlich fernen Punkt des andern zum Pol 
hat. Solche Durchmesser nennt man konjugiert. 

Von dem zweiten Durchmesser d' gilt nun auch der obige 
Satz, daß er die Sehnen halbiert, die den durch seine End- 
punkte gelegten Tangenten parallel sind. Die Richtung dieser 
Tangenten kann man leicht bestimmen. Sie treffen sich in 
dem Pol von d' (Hauptsatz, Teil 2), dem unendhch fernen 
Punkte />', der au! dem Durchmesser d liegt, d. h. sie sind 
diesem Durchmesser d parallel, d' halbiert also die zu d 
parallelen Sehnen, während d die zu <£ parallelen Sehnen 
hälftet. Es ergibt sich daraus der Satz: Jeder Durch- 
messer halbiert die Sehnen, die seinem konjugier- 
ten Durchmesser parallel sind.^) 

Mit diesen Folgerungen aus den allgemeinen Sätzen wollen 
wir die Darstellung der Desarguesschen Polarentheorie 
schließen. Eine reiche Fülle neuer Sätze und fruchtbarer 
Anregungen hat Desargues in seinem „Brouillon project" 
ausgeschüttet. Nur das Wichtigsie konnte hier in gedrängter 



') Wo liegt der Mittelpunkt und wie verlaufen die Durchmesser 
bei einer Parabel, d. h. bei einem Kegelschnitt, der die unend- 
lich ferne Gerade berührt? 
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22 Schicksal des Desarguesschen Werks 

Obersicht vorgeführt oder angedeutet werden,^) Doch geben 
hoffentlich auch diese Bruchstücke schon eine Vorstellung 
von dem Reichtum des Desarguesschen Werkes. Und 
welchwunderbaresSchicksalhatdiesBuch gehabt! Nur wenige 
Zeitgenossen wußten seinen Wert zu schätzen, unter ihnen 
freilich Männer wie Descartes, Pascal und Leibniz. Bald 
aber geriet es in Vergessenheit, die wenigen Exemplare, in 
denen es wahrscheinlich gedruckt worden war, gingen sämt- 
lich verloren, und nur ein glacklicher Zufall ließ Chasles, 
den berühmten französischen Geomefer, im Jahre 1845 bei 
einem Pariser Buchhändler eine Abschrift entdecken, welche 
der Geometer De la Hire 1679 von dem Werke angefertigt 
hatte. Erst in der zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts 
hat dann Desargues allmählich diejenige Wertschätzung 
der Geometer gewonnen, die seine geniale Erfindungsgabe 
verdient. Daß seine Schrift bei seinen Lebzeiten so wenig 
Verbreitung fand, lag zum Teil an der Zeitströmung, die sich 
gerade damals der neu entdeckten Methode der analytischen 
Geometrie zuwandte, zum Teil aber auch an der eigentüm- 
lich dunkeln, fragmentarischen und durch Erfindung vieler 
neuer Ausdrücke das Verständnis erschwerenden Schreib- 
weise Desargues' selbst: Stellt doch der verdienstvolle 
Herausgeber der Desarguesschen Werke dem „Brouillon 
project" geradezu ein vier Seiten umfassendes „Vocabulaire 
des termes employes par Desargues, dans cet ouvrage" voran ! 
Wir dürfen Desargues nicht verlassen, ohne desjenigen 
Satzes zu gedenken, der insbesondere ohne weitern Zusatz 
als „der Desarguessche Satz" in der neueren Geometrie be- 
kannt ist und der uns nachher noch bei der Betrachtung 
der weiteren Entwicklung dieses Wissenszweiges in Deutsch- 
land beschäftigen wird. Der Satz ist der Nachwelt in dem 
Lehrbuche der Perspektive erhalten worden, das ein Schüler 
und Gehilfe Desargues', Abraham Bosse, im Jahre 1648 
veröffentlicht hat. Ein Dreieck PQR, dessen Ebene mit n 
bezeichnet werde, wird perspektiv in der Bildebene e durch 
ein zweites Dreieck P'Q'R' abgebildet. Die Sehstrahlen 
PP', QQ' und AR' treffen sich im Auge A. Die Gerade P'Q' 

') Auf die Darstellung der Desarguesschen Theorie der Invo- 
lution mußte leider aus Raummaiigäi verzichtet werden. 
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Perspektive Dreiecke 23 

des Bildes liegt in der projizierenden Bbene APQ der Ge- 
raden PQ. Gerade Linien derselben Ebene schneiden sich 
in einem Punkte. PQ und P'Q' schneiden sich also in einem 
Punltte R". Ebenso schneiden sich QR und Q'R' in einem 
Punkte P" und RP und R' P' in einem Punkte Q". Diese 
drei Punkte P", Q", R" liegen l) auf den Seiten des Drei- 
ecks PQR, mithin in der Ebene tt und 2) auf den Seiten 
des Dreiecks P'Q'K, mithin in der Ebene e. Sie liegen 
folglich in einer geraden Linie, nämlich in der Schnittlinie 
der Ebenen n und e. Es besteht also der Satz: Haben zwei 
Dreiecke PQR und P'Q'R' in zwei verschiedenen Ebenen 
eine solche Lage, daß bei irgendeiner gegenseitigen Zuord- 
nung ihrer Ecken die Verbindungslinien entsprechender 
Punkte (PP', QQ', RR') durch einen Punkt (A) gehen, so 
liegen die Schnittpunkte entsprechender Seiten (P", Q", R") 
in einer Geraden. 

Der Satz ist umkehrbar. Haben die beiden Dreiecke eine 
solche Lage, daß die Seitenpaare QR und Q'R', RP und 
RP'. PQ und P'Q' sich in den drei Punkten P". Q", R" 
einer Geraden schneiden, so liegen offenbar QR und Q'It 
in einer Ebene a, RP und R'P' in einer Ebene ß, PQ und 
P'Q' in einer Ebene T, und diese drei Ebenen mtlssen sich 
in einem Punkte A schneiden. Man sieht nun sofort, daß 
die Punkte P und P' in den beiden Ebenen ß und t, also 
in ihrer Schnittlinie, ebenso Q und Q' in der Schnittlinie der 
Ebenen T und a und ff und R' in der Schnittlinie der Ebenen 
a und ß liegen. Da sich diese drei Schnittlinien in A treifen, 
80 schneiden sich also die Verbindungslinien PP', QQ' und 
RR' in einem Punkte A.^) 

Denken wir uns das Dreieck PQR noch einmal in der- 
selben Bildebene e, aber von einem andern Auge i'l^ aus 
perspektiv abgebildet, so entsteht ein zweites Bilddreieck 
PiQiRi- In welcher Beziehung stehen nun die beiden Drei- 
ecke PQ'R' und P,Q,ffi der Ebene e (Fig. 9)? Da 1) drei 
Punkte einer Geraden wieder durch Punkte einer Geraden 
und 2) drei durch einen Punkt gehende Geraden durch Ge- 
raden derselben Eigenschaft abgebildet werden, so kann 



') Die Punkte und Geraden dieser Figur sind die sämilichen 
Schnittpunkte und Schnlt^eraden von fQnf Ebenen. 
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24 Der Desarguessche Salz 

man sofort schließen, daß sich 1) P'Q' und PiQi, Q'R' und 
QiRi, R'P' und RiP^ in drei Punkten einer Geraden schnei- 
den und 2) P'P^, Q'Q^ und 
Ä'ä, durch einen Punkt Ä^ 
gehen. Statt das Dreieck PQÄ 
aus zwei verschiedenen Punk- 
ten A und Ai in der Ebene t 
abzubilden, kann man auch 
umgekehrt von zwei Drei- 
ecken P' Q'R' und P, Q, R, der 
Ebene € ausgehen, die so 
liegen, daß P'Pj, Q'Q, und 
Aaz R'Ri durch einen Punkt A^ 
gehen. Verbindet man dann 
Fig. g. diese Dreiecke mit zwei Punk- 

ten A und .^1, die außerhalb 
e und in einer durch A^ gehenden Geraden hegen, so kann 
man leicht genau dieselbe Figur herstellen und damit be- 
weisen, daß sich die entsprechenden Seiten der beiden Drei- 
ecke in drei Punkten einer Geraden schneiden. Ähnlich läßt 
sich die Umkehrung beweisen, daß aus der Voraussetzung, 
die entsprechenden Seilen schnitten sich in einer Geraden, 
gefolgert werden kann, daß die Verbindungslinien ent- 
sprechender Ecken durch einen Punkt gehen. Man erhalt 
so den bekannten Desarguesschen Satz: Liegen zwei 
Dreiecke PiOiÄi und P'Q'R' in einer Ebene so, daß 
die Verbindungslinien entsprechender Punkte PjP', 
Qiö', ßjfi' durch einen Punkt gehen, so liegen die 
Schnittpunkte der entsprechenden Seiten Piöi und 
P'Q', QiR^ und Q'R', R,P, und RP' in einer geraden 
Linie, und umgekehrt. Zwei Dreiecke, welche die in 
diesem Doppelsatze beschriebene Lage haben, nennt man 
Perspektive Dreiecke, Der Schnittpunkt der Verbin- 
dungslinien entsprechender Ecken heißt das Zentrum und 
die gerade Linie, welche die Schnittpunkte entsprechender 
Seiten enthält, die Achse der Perspektivität. 

Als Anwendung soll hier nur ein Beweis des bekannten 
Satzes angegeben werden, daß die drei Mitteltransversalen 
eines Dreiecks sich in einem Punkte schneiden. Ist A^ die 
Mitte der Seite BC, ß„, die Mitte der Seite CA und C,^ die 
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Mitte der Seite AB des Dreiecks ABC, so liegen die Schnitt- 
punkte von AB und A^B„„ BC und B„,C^, CA und C^A^ 
in einer Geraden, nämlich in der unendlich fernen Geraden 
der Ebene, Die Dreiecke ABC und A^B^C^ sind also per- 
spektiv, und die Geraden AA^, BB^ und CC^ gehen durch 
einen Punkt. 

Es muß besonders hervorgehoben werden, daß der Be- 
weis des Desarguesschen Satzes keiner Mittel der „me- 
trischen" Geometrie, d. h. keiner Messung oder Verglelchung 
von Strecken o<ier Winkeln bedarf, sondern nur mit den 
Mitteln der „Geometrie der Lage" geführt werden kann; in 
dem ganzen Beweise wird nur von Punkten, die in einer 
Geraden liegen, von Geraden, die in einer Ebene liegen oder 
durch einen Punkt gehen, also von reinen Lagebeziehungen 
geredet. An diese Bemerkung werden wir uns später wie- 
der erinnern müssen. 



II. PASCAL. 

Zu denjenigen Mathematikern, welche die Kegelschnitt- 
lehre Desargues' mit Begeisterung aulnahmen und weiter- 
bildeten, gehört vor allen der jugendliche Pascal. Blaise 
Pascal (1623—1662) verfaßte im Alter von sechszehn Jah- 
ren seinen „Essai pour les coniques" (1640), in welchem er 
bescheiden darauf hinweist, daß er das wenige, was er in 
der Theorie der Kegelschniffe entdeckt habe, den Schriften 
Desargues' über diesen Gegenstand verdanke, und daß 
er, soviel es ihm möglich gewesen, versucht habe, seine 
Methode nachzuahmen. Zu dem „wenigen, was er entdeckt 
hat", gehört nichts Geringeres als der Fundamentalsatz der 
Theorie der Kegelschnitte, dessen Entdeckung allein hin- 
gereicht haben würde , P a s c a Is Namen unsterblich zu 
machen. Jeder, der sich auch nur oberflächlich mit der 
Lehre von den Kegelschnitten beschäftigt hat, kennt den 
„Pascalschen Satz". 

P a s c a 1 hat bei dem Beweise desselben die Methode Des- 
argues' nachgeahmt, d. h, er hat die Richtigkeit seines 
Lehrsatzes zuerst für den Kreis und sodann durch Zentral- 
perspektive für jeden beliebigen Kegelschnitt nachgewiesen. 
Den einfachsten Fall des Pascalschen Satzes für den Kreis 
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Das eingeschriebene Sechseck 




bietet das dem Kreise eingeschriebene regelmäßige Sechs- 
eck PQRSTU dar. Wie man sofort erkennt, sind je zwei 
Gegenseiten desselben, 2. B, PQ und ST, einander parallel. 
Die Schnittpunkte der drei Gegenseitenpaare PQ und 57", 
QR und TU, RS und UP liegen also in der unendlich fernen 
Geraden der Ebene. Eine etwas all- 
gemeinere Figur erhält man, wenn 
man die Gleichheit der Seiten des 
Sechsecks aufgibt und nur an der 
Parallelität der Gegenseiten festhält. 
Man nehme z. B. die Punkte P und 
j^ S auf der Peripherie beliebig an 
(Fig. 10), ziehe PQ II ST, QR || TU 
und verbinde R mit S und U mit P. 
Man wird stets finden, daß auch 
Fig. 10. RS II UP ist. (Der nicht schwierige 

Beweis sei dem Leser überlassen.) 
Auch in diesem Falle liegen also die Schnittpunkte der drei 
Gegenseitenpaare des Sechsecks in der unendlich fernen Ge- 
raden it der Ebene k des 
Kreises. ') Verbindet man 
nun den Kreis und das 
eingeschriebene Sechs- 
eck mit irgendeinem 
außerhalb k liegenden 
Punkte A, und schneidet 
man den dadurch ent- 
fliehenden Kreiskegel 
durch irgendeine nicht 
zu K parallele Ebene £, 
so erliält man in dieser einen beliebigen Kegelschnitt mit 
einem eingeschriebenen Sechseck P'QR'S'TU". Das Bild 
der unendlich fernen Geraden u ist diejenige im Endlichen 
liegende Gerade u, in welcher die Bildebene e von der durch 
A gelegten Parallelebene zu k geschnitten wird. In dieser 




') Wie man sieht, bleibt die bekannte Eigenschaft des regel- 
mäßigen Sechsecks, daß sich seine Hauptdjagonalen PS, QT, 
RU in einem Punkte schneiden, bei dieser Verallgemeinerung 
nicht erhalten. 
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Geraden ix liegen die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare 
des Seciisecks P'Q'R'S'rW {Fig. 11). 

Wir wollen nun den Begriff des Sechsecks etwas allge- 
meiner fassen. Wir verstehen darunter nicht mehr, wie in 
der Elemenlargeometrie, ein von 
sechs geraden Strecken begrenztes 
ebenes Flächenstück, sondern ein aus 
sechs geraden Linien bestehendes 
Gebilde, das man erhält, wenn man 
sechs beliebig liegende Punkte einer 
Ebene PQRSTU in der soeben an- 
gegebenen Reihenfolge durch die 
Geraden PQ, QR, RS, ST, TU, 
VP verbindet. Dabei kann es vor- 
kommen , daß mehrere Verbin- 
dungsstrecken einander schneiden 
(Fig. 12). PQ und ST, QR und TU, RS und UP heißen 
Gegenseiten des Sechsecks. Liegen nun die sechs Punkte 
in beliebiger Folge auf einer Kreisperipherie, so kann man, 
wie Pascal gezeigt hat, durch mehrmalige Anwendung des 
Satzes des Menelaus beweisen, daß stets die Schnittpunkte 
der Oegenseitenpaare in einer Geraden liegen. Das ist der 
allgemeine Salz, in welchem die obenerwähnten Fälle der 
Kreissechsecke mit parallelen Gegenseiten als Sonderfälle 
enthalten sind. Dieser allgemeine Satz aber enthalf nur 
Lagebeziehungen, die sofort durch Zentralperspektive auf 
beliebige Kegelschnitte übertragen werden können. So er- 
hält man dann schließlich den allgemeinen Pascalschen 
Satz: Die Schnittpunkte der Gegenseiten jedes einem 
Kegelschnitte eingeschriebenen Sechsecks liegen 
in einer geraden Linie. 

Dieser Salz gibt zu den verschiedenartigsten Anwendungen 
Veranlassung. Man kann geradezu behaupten, man könne 
aus ihm die ganze Lehre von den Kegelschnitten entwickeln. 
Nehmen wir z. B. an, von einem Kegelschnitt seien fünf 
Punkte P, Q, R, S, 7" gegeben. Bezeichnen wir dann irgend- 
einen unbekannten sechsten Punkt des Kegelschnitts mit U, 
sO muß die durch folgendes Schema ausgedrückte Be- 
ziehung bestehen: 
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^g Konstruktion aus fünf Punkten 

(PQ, ST)=V \ 
(QR. TU)= w\p. 
{RS, UP) = X> 

Das soll heißen; Die Schnittpunkte V, W und X der in den 
Klammern zusammengestellten Geradenpaare liegen in einer 
Geraden p, der „Pascalschen Geraden". Nun ist in un- 
serm Falle offenbar der Punkt V als Schnittpunkt der ge- 
gebenen Geraden PQ und ST völlig bestimmt. Nicht so 
die andern beiden Punkte W und X. Wir wissen nur, daß 
sie auf einer durch V gehenden Geraden p liegen mOssen. 
Nehmen wir nun eine solche Gerade p willkürlich an, so ist 
damit der Punkt Wals Schnittpunkt von p und QR und der 
Punkt X als Schnittpunkt von p und RS sofort bestimmt. 
Nun erhalten wir die noch fehlenden Geraden TU und UP, 
wenn wir T mit W und P mit X verbinden. Der Schnitt- 
punkt dieser VerbindungsMnien ist dann offenbar der sechste 
Punkt U des Kegelschnitts.^) In dieser Konstruktion ist p 
eine willktirliche , durch V gehende Gerade. Ersetzen wir 
sie durch eine andre derartige Gerade p', so ändern sich 
die Punkte W und X und damit auch der Punkt U. Lassen 
wir p den ganzen Strahlenbüschel mit dem Scheitel V durch- 
laufen, so durchläuft U den ganzen durch die fünf gegebenen 
Punkte gehenden Kegelschnitt. Durch iünf Punkte ist 
also ein Kegelschnitt völlig bestimmt. Ob der 
entstehende Kegelschnitt eine Ellipse, Parabel oder Hy- 
perbel wird, hängt von der Lage der gegebenen iünf 
Punkte ab.^) 

Fällt der eine der sechs Punkte, z. B. U, mit einem seiner 
Nachbarpunkte, etwa mit T, zusammen, so geht die Sechs- 
eckseite und Kegelschnittsekante TU in die Tangente im 
Punkte 7" über, und aus dem Sechseck wird ein Fünfeck. 
Das Schema, in welchem U durch T zu ersetzen ist, nimmt 
folgende Gestalt an: 



') Der Leser versäume nicht, diese und die folgenden Kon- 
struktionen mehrere Male bei reclit verschiedener Anordnung der 
gegebenen Slücke wirklich auszufüliren! 

") Was für ein Kegelschnitt entsteht, wenn von den gegebenen 
Punkten drei in einer Geraden liegen? 
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{PQ, ST)=V] 
(QR, TT) = w\p. 
{RS, TP) = X) 

Das Symbol TT bezeichnet die aus der Sekante TU ent- 
standene Tangente. Nehmen wir nun wieder die fünf Punkte 
P, Q, R, S, T als gegeben an, so erhalten wir diesmal statt 
irgendeines sechsten Punktes U die Tangente im Punkte T. 
Da in der letzten Zeile des Schemas der unbekannte Punkt 
t/ durch den gegebenen Punkt Versetzt worden ist, so sind 
die beiden Punkte Fund X und damit auch die Pascalsche 
Gerade sofort bestimmt, p schneidet QR in W, und WT ist 
die gesuchte Tangente im Punkte T. Man versuche ebenso 
die Tangenten in den andern gegebenen Punkten zu kon- 
struieren. 

Man kann aber auch umgekehrt vier Punkte des Kegel- 
schnitts und die durch einen von ihnen gehende Tangente 
als gegeben ansehen und irgendeinen fünften Punkt des 
Kegelschnitts konstruieren. Sind z. B. die vier Punkte P, Q, 
R, S und die Tangente in P gegeben, so hat man diese als 
Verbindungslinie zweier in P zusammenfallender Ecken des 
Sechsecks anzusehen. Ist T der gesuchte Punkt, so heißt 
also das Sechseck PPQRST, und das Konstruktionsschema 
lautet demnach 

{PP, RS)=V \ 

[PQ, ST)= w\p. 

{QR, TP) = X> 

Der Punkt V ist als Schnittpunkt der Tangente PP und der 
Sekante RS bestimmt. Die weitere Ausführung nach dem 
Vorbilde der ersten Konstruktion sei dem Leser überlassen. 
Fant in dem Sechseck PQRS TU der Punkt R mit Q und 
der Punkt U mit T zusammen, so wird das Sechseck zum 
Viereck PQST, und die Gegenseiten QR und TU des Sechs- 
ecks verwandeln sich in die durch die Gegenecken Q und T 
des Vierecks gehenden Tangenten. Der Pascalsche Satz 
führt somit zu der bemerkenswerten Folgerung: Die in 
zwei Gegenecken eines eingeschriebenen Vierecks 
konstruierten Tangenten schneiden sich auf der 

Zachariüs: Eioführuiig i. ü. proj. Oeomelrie. 3 



Hosted by 



Google 
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Geraden, welche die Schnittpunkte der Gegen- 
seitenpaare des Vierecks verbindet. Offenbar bilden 
die Seilen des Vierecks PQST und die Tangenten in den 
Gegenecken P und S ebenfalls einen besondern Fall des 
Pascalschen Sechsecks. Der Schnittpunkt der durch P 
und S gehenden Tangenlen liegt also auch auf der ge- 
nannten Geraden. Die vier Tangenten in P, Q, R, S bilden 
ein dem Kegelschnitt umgeschriebenes Viereck. Es besteht 
also der Satz: Die Schnittpunkte der Gegenseiten- 
paare eines eingeschriebenen Vierecks liegen mit 
den Schnittpunkten der Gegenseitenpaare desje- 
nigen umgeschriebenen Vierecks, dessen Seiten 
durch die Ecken des eingeschriebenen gehen, in 
einer Geraden. Um zu zeigen, zu welchen interessanten 
Folgerungen der Pascalsche Satz mit Leichtigkeit hinführt, 
wollen wir annehmen, das eingeschriebene Viereck PQST 
sei ein Parallelogramm; dann liegen die Schnittpunkte seiner 
Gegenseitenpaare auf der unendlich fernen Geraden der 
Ebene. Auf derselben Geraden müssen die Schnittpunkte 
der Gegenseitenpaare des umgeschriebenen Vierecks liegen. 
Daraus folgt: Die Tangenten in den Ecken eines ein- 
geschriebenen Parallelogramms bilden ein umge- 
schriebenes Parallelogramm. 

Doch man kann noch weitergehen. Fällt in dem Sechs- 
eck PQRSTU Q mit P, S mit R und U mit T zusammen, 
so entsteht ein eingeschriebenes Dreieck PRT, und an die 
Stelle der Sechseckseiten PQ, RS und TU treten die Tan- 
genten PP, RR und TT. Aus dem Pascalschen Satze 
folgt in diesem Falle: Die in den Ecken eines ein- 
geschriebenen Dreiecks konstruierten Tangenten 
schneiden die Gegenseiten des Dreiecks in drei 
Punkten einer Geraden. 

Die für eingeschriebene Vierecke und Dreiecke abgelei- 
teten Folgerungen können dazu benutzt werden, aus drei 
Punkten und den durch zwei von ihnen gehenden Tangenten 
entweder andre Punkte des Kegelschnitts oder auch die 
Tangente in dem dritten Punkte zu finden. Sind z. B. drei 
Punkte PQT und die Tangenten in Q und T gegeben, so 
bezeichne man den gesuchten Punkt mit S und setze für 
das Sechseck PQQSTT das Schema an 
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{PQ, ST)=V \ 
{QQ, TT)= w\p- 
{QS, TP) = X) 

Jetzt ist W als Schnittpunkt der gegebenen Tangenten 
sofort bestimm!. Eine beliebige, durch W gezogene Gerade 
p schneidet PQ in V und TP in X. TV und QX schneiden 
sich in dem gesuchten Punkte S. Durch Drehung der Ge- 
raden p kann man nach Belieben andre Punkte des Kegel- 
schnitts finden. Soll die Tangente in P gefunden werden, 
so hat man das Konstruktionsschema für PPQQTT autzu- 
stellen. Diese Konstruktionen zeigen, daß ein Kegel- 
schnitt nicht nur durch fünf Punkte, sondern auch 
durch vier Punkte und die Tangente in einem der- 
selben oder durch drei Punkte und die Tangenten 
in zwei derselben bestimmt ist. 

Sehr interessante Sonderfälle ergeben sich durch Ein- 
führung unendlich ferner Bestimmungsstücke, z. B. der un- 
endlich fernen Tangente und des unendlich lernen Punktes 
der Parabel. Noch mannigfaltiger als bei der Parabel wer- 
den die Konstruktionen und die aus ihnen zu ziehenden 
Folgerungen bei der Hyperbel mit ihren beiden unendlich 
fernen Punkten und den durch diese gehenden Tangenten, den 
Asymptoten. Ist eine Asymptote gegeben, so ist damit 
auch ein Punkt der Hyperbel, nämlich der unendlich ferne 
Berührungspunkt der Asymptote, bestimmt. Man kann daher 
u. a. die Aufgabe stellen, aus den beiden Asymptoten und 
einem Punkt der Hyperbel die Tangente in diesem Punkte 
oder auch andre Hyperbelpunkte zu finden. Sind a und a 
die beiden gegebenen Asymptoten, Q und R ihre unendlich 
fernen Punkte und P ein im Endlichen liegender Punkt der 
Hyperbel (Fig. 13), so ist, wenn die Tangente in P gesucht 
wird, für das Sechseck PPQQRR das Schema zu benutzen 

{PP, QR)=V\ 

iPQ,RR)= w\p. 

{QQ,RP) = XI 
QQ und RR sind die Tangenten mit den Berührungspunkten 
Q und R, d. h. die Asymptoten a und a; QR ist die un- 
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Die Asytnptolen und eine Tangenle 




endlich ferne Gerade der Ebene. Die Konstruktion verläuft 
toigendertnaßen: PQ, d. h. die Parallele zu a durch P, 
schneidet RR = a' in W. RP, d. h. die Parallele zu d durch 
P, schneidet QQ = a in X. Die Gerade p = WX schneidet 
„ QR, d. h. die unendlich ferne Ge- 

rade, in V; V ist also der unendlich 
ferne Punkt von p. VP, d. h. die 
Parallele zu p durch P, ist die ge- 
suchte Tangente. Die Figur ergibt 
eine wichtige Eigenschaft der Hy- 
perbel. Sind A und a' die Schnitt- 
punkte der gefundenen Tangente 
und der Asymptoten a und d, so 
Pi^ ,3 sind XtVA'P und XtVP^ Parallelo- 

gramme mit der gemeinsamen Seite 
KW. Daher ist A'P^XW und PA = XW und folglich 
il'P = PA Es besteht also der Satz: Das zwischen den 
Asymptoten liegende Stück einerHyperbeltangente 
wird durch den Berührungspunkt halbiert. 

Soll an Stelle der 
Tangente im Punkte P 
irgendein andrer Hy- 
perbelpunkt S gefun- 
den werden (Fig. 14), 
so heißt das Sechseck 
PQQSRR und das 
Schema lautet daher 
(PQ, SR)=V \ 
{QQ,RR)= w\p. 
{QS,RP) = X \ 
Die zweite Zeile des Schemas besagt, daß W der Schnitt- 
punkt der Asymptoten a und d ist. Durch W legt man eine 
beliebige Gerade p. Die Parallele zu a durch P schneidet 
p in V; die Parallele zu d durch P schneidet p in X. Die 
Parallelen durch V zu d und durch X zu a schneiden sich 
in dem gesuchten Punkte S. Auch diese Figur laßt uns be- 
merkenswerte Eigenschalten der Hyperbel erkennen. Ver- 
längert man die Seiten des Parallelogramms PXS V, bis sie 
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Die Asymptoten und eine Sekante 33 

die Asymptoten in I, M, N, schneiden, so ist nach einem 
bekannten Satze aus der Lehre von der Flächengleichheit 
LPVM= VSON und daher auch LPNW^ MSOW. So- 
mit besteht der Salz: Die durch irgendeinen Hyperbel- 
punkt gezogenen Parallelen zu den Asymptoten be- 
grenzen mit diesen ein Paralielogramm von konstan- 
tem (d. h. für je zwei verschiedene Punkte P und S gleichem) 
Flächeninhalt. 

Wegen der leicht nachzuweisenden Ähnlichkeit der Drei- 
ecke WMN und VPS ist PS [\ MN. Schneiden die Ver- 
längerungen von PS die Asymptoten in -'1 und A', so sind 
oflenbar die Dreiecke WMN, LAP und OSA' einander 
nicht nur ähnlich, sondern sogar kongruent. Daher ist 
AP = SA!. Die Gerade PS ist eine Hyperbelsekante, welche 
die Kurve in P und S schneidet. Das Ergebnis kann also 
in folgendem Satz ausgesprochen werden: Die beiden 
zwischen der Hyperbel und den Asymptoten lie- 
genden Abschnitte einer Sekante sind einander 
gleich. 

Aus diesem Satze aber folgt nun wieder eine bedeutend 
einfachere Lösung der Aufgabe, aus den Asymptoten und 
einem Punkte P die obrigen Punkte der Hyperbel zu finden. 
Man legt durch P irgendeine Gerade, welche die Asymptoten 
in A und A' schneidet, und trägt eine A P gleiche Strecke von 
A' aus auf dieser Geraden in der zu AP entgegengesetzten 
Richtung ab. Der Endpunkt S dieser Strecke ist ein Punkt der 
Hyperbel. Durchläuft die durch P gelegte Sekante AA' 
den ganzen StrahienbQschel mit dem Scheitel P, so durch- 
läuft der Punkt S die ganze Hyperbel.') 

Lassen wir die durch P gehende Sekante mit der Ge- 
raden PW zusammenfallen, so vereinigen sich die Punkte 
A und A' in W und die Gleichung AP = SA' nimmt die 
Form WP = SW an. Der Punkt W halbiert also die Strecke 
PS. P ist aber ein ganz beliebiger Punkt der Hyperbel, 
PS also eine beliebige, durch U' gelegte Sekante. Der 
Asymptotenschnitfpunkt halbiert also jede durch 



') Wo liegt S, wenn AA' einer Asymptote parallel ist? Wie 
muß AA' gezogen werden, wenn P und S nicht demselben Zweige 
der Hyperbel angehören sollen? 
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ihn gelegte Sekante. Erinnern wir uns an die aus der 
Polarentlieorie gezogenen Folgerungen, so erkennen wir 
sofort, daß der Sctiniitpunkt der Asymptoten der 
Mittelpunkt der Hyperbel ist. Dies läßt sich üt]rigens 
auch leicht aus dem Hauptsatze der Polarentlieorie selbst 
folgern: Nacti dem 2. Teile desselben ist die Polare eines 
Punktes die Berührungssehne der von dem Punkte aus- 
gehenden Tangenten. Die Berührungssehne der von W aus- 
gehenden Tangenten, d. h. der Asymptoten a und a, ist 
QR, d. h. die unendlich lerne Gerade. Der Pol der unendlich 
fernen Geraden ist aber der Mittelpunkt des Kegelschnitts. 
Folglich ist W der Mittelpunkt der Hyperbel. 

Noch eine andre für die Ge- 
stalt der Hyperbel wesentliche 
Eigenschaft folgt sofort aus un- 
serer Konstruktion. iWan halbiere 
(Fig. 15) den von den Asym- 
ptoten gebildeten Winkel a und 
lege durch P diejenige Sekante 
AA', welche auf der Winkel- 
halbierenden senkrecht steht. 
Schneidet AA' di,e Winkelhalbierende in B und die Hyperbel 
in S, so ist AB = ÄB und AP=A'S. Daraus folgt durch 
Subtraktion PB = SB. Zwei Punkte, die auf entgegen- 
gesetzten Seiten einer Geraden derartig liegen, daß ihre 
Verbindungslinie auf der Geraden senkrecht steht und von 
ihr halbiert wird, nennt man symmetrisch in bezug auf 
die Gerade; die Gerade heißt die Symmetrieachse der 
beiden Punkte. Wir können mit Benutzung dieser Aus- 
drücke also behaupten; Jeder Punkt der Hyperbel liegt 
zu einem bestimmten zweiten Punkt der Kurve sym- 
metrisch in bezug auf die Halbierungslinie des 
Asymptotenwinkels a. Diese Halbierungslinie nennt man 
deshalb eine Achse der Hyperbel. Man kann leicht nach- 
weisen, daß die Hyperbel noch eine zweite Achse besitzt. 
Konstruiert man nämlich auf der Verlängerung von P W aber 
W hinaus den Hyperbelpunkt P' und zu diesem den in be- 
zug auf die erste Achse symmetrischen Punkt P", so zeigt 
eine leichte Überlegung, daß die Strecke PP" auf der Hal- 
bierungslinie des Nebenwinkels von a {die bekanntlich mit 
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derjenigen von a einen rechten Winkel bildet) senkrecht 
steht und von dieser halbiert wird. Die zweite Achse der 
Hyperbel ist also die Halbierungslinie des Neben- 
winkels von a. Man bemerkt übrigens leicht, daß die bei- 
den Achsen konjugierte Durchmesser sind; denn die zu der 
ersten Achse parallele Sehne PP" wird von der zweiten 
halbiert. Eine nähere Untersuchung der konjugierten Durch- 
messer der Ellipse, auf die wir hier verzichten wollen, zeigt, 
daß auch unter diesen ein Paar vorkommt, welches einen 
rechten Winkel bildet. Da die von einem dieser beiden 
Durchmesser halbierten Sehnen dem andern parallel sind 
und somit auf dem ersten senkrecht stehen, so sind diese 
beiden Durchmesser die Symmetrieachsen oder kurz die 
Achsen der Ellipse. Die Parabel hat nur eine Achse. ') 



III. PONCELET. 

Der Gedanke Desargues', Eigenschaften des Kreises 
durch Zentralperspektive auf beliebige Kegelschnitte zu Ober- 
tragen, wurde zweihundert Jahre später von J.-V. Poncelet 
(1788-1867) in größerer Allgemeinheit der neueren Geo- 
metrie zugrunde gelegt. Der Name „projektive Geometrie", 
den wir schon öfter zur Bezeichnung dieses neuen Zweiges 
geometrischer Forschung gebraucht haben, geht auf das 
Hauptwerk Poncelets, den „Traitö des proprietös projec- 
tives des figures" zurück. Poncelet war wie Desargues 
ein Mann der Technik. Als Ingenieuroffizier machte er Na- 



') Die in diesem Buche aus der Polarenlheorie und aus dem 
Pascalschen Satze abgeleiteten besondern Eigenschaften der 
Kegelschnilte bilden einen Teil der sogenannten elementaren 
Theorie der Kegelschnilte und können leicht auf rein elementar- 
geometrischem Wege entwickelt werden. Leser, die sich IQr 
diesen Zweig der Elemenlargeometrie interessieren, seien beson- 
ders auf die „Theorie der Kegelschnitfe in elementarer Dar- 
stellung" von Jacob Sleiner (lierausgegeben von Geiser, 
Leipzig 1867) hingewiesen. Aus der großen Zahl der schul- 
mäfiigen Bearbeitungen desselben Gegenstandes seien genannt; 
1) W. Erler, die Elemenle der Kegelschnitte (7. Auil. besorgt 
von M. Zacharias, Leipzig 1911). 2) J. Lange, Synthetische 
Geometrie der Kegelschnitle (3. AufL besorgt von F. Zühlke, Berlin 
1908). 
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poleons Feldzug nach Rußland mit, gerief in russische Kriegs- 
gefangenschaft und schrieb während dieser in Saratoff die 
Grundgedanken seines obengenannten Werkes nieder, das 
er vielfach umgearbeitet und ergänzt 1822 veröffentlichte. 
Was sind „projektive Eigenschalten der Figuren"? Pon- 
celet versteht darunter solche Eigenschaften, die bei zen- 
tralprojektiver Abbildung erhalten bleiben. Man kann auch 
sagen: Projektiv sind solche Eigenschaften, die dem abzu- 
bildenden Gegenstande und seinem Perspektiven Bilde ge- 
meinsam zukommen. Zu den projektiven Eigenschalten der 
Kegelschnitte gehört also z. B., um an das Nächstvorher- 
gehende anzuknüpfen, der Pascalsche Satz; projektiv sind 
die aUgemeinen Sätze über Pol und Polare. Projektiv ist 
ferner die Eigenschaft von vier Punkten einer Geraden, einen 
harmonischen Wurf zu bilden; denn vier harmonischen Punk- 
ten einer Geraden g entsprechen, wie oben gezeigt, vier 
harmonische Punkte der Bildgeraden g'. Nicht projektiv 
ist aber z. B. die Halbierung einer Strecke oder allgemeiner 
die Teilung einer Strecke in irgendeinem bestimmten Ver- 
hältnisse; denn die Teilstrecken des Bildes stehen im allge- 
meinen in einem andern Verhältnisse als die des Gegen- 
standes. Nichtprojektiv ist ferner die Größe eines Winkels; 
nur in besondern Fällen ist ein Winkel des Bildes dem ent- 
sprechenden Winkel des Gegenstandes gleich. Poncelet 
war der erste, der die große Bedeutung einer folgerichtigen 
Unterscheidung projektiver und nichtprojektiver Eigenschaf- 
ten erkannte und die projektive Geometrie im Zusammen- 
hange darstellte. 

Doch der Name Ponceiets muß hier noch aus einem 
andern Grunde genannt werden, und zwar in Verbindung 
mit demjenigen Gergonnes, seines Landsmanns und wissen- 
schaftlichen Gegners, Beide haben viele Jahre hindurch mit 
großer Leidenschaft und Erbitterung um die Priorität der 
Entdeckung eines wichtigen Grundgesetzes der projektiven 
Geometrie, des Reziprozitäfs- oder Duahtätsgesetzes , ge- 
kämpft. Die Einzelheiten dieses Streites interessieren uns 
hier nicht; freuen wir uns der schönen Entdeckung, und 
lassen wir es auf sich beruhen, welchem der beiden Kämpen 
der Löwenanteil des Entdeckerruhms gebührti Das Rezi- 
prozitätsgesetz knüpft an die Polarentheorie an: Jedem 
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Punkt in der Ebene eines Kegelschnitts steht eine Gerade 
als Polare, jeder Geraden ein Punkt als Pol gegenüber. Zu 
jeder aus Punkten und Geraden besiehenden Figur der 
Ebene laßt sich eine zweite Figur konstruieren, in welcher 
an Stelle jedes Punktes der ersten Figur seine Polare und 
an Stelle jeder Geraden der ersten Figur ihr Pol gesetzt ist 
Den Punkten der einen Figur entsprechen also die Geraden 
der andern Figur. Zwei in dieser Beziehung zueinander 
stehende Figuren nennen wir polarreziprok oder kürzer 
reziprok. Die Gesetze der Polarentheorie gestatten nun, 
aus gewissen Eigenschalten der einen Figur auf bestimmte 
Eigenschaften der andern zu schließen. Die Polaren aller 
Punkte einer Geraden gehen bekanntlich sämtlich durch 
einen Punkt, nämlich durch den Pol jener Geraden. Solchen 
Punkten der einen Figur, die in einer Geraden liegen, ent- 
sprechen also in der andern solche gerade Linien, die 
sich in einem Punkte schneiden. Der Verbindungslinie zweier 
Punkte der einen Figur entspricht in der andern der Schnitt- 
punkt der entsprechenden Geraden. Einem Dreieck ABC 
der einen Figur entspricht mithin ein Dreiseit (d. h. drei 
gerade Linien mit ihren drei Schnittpunkten) abc; den Seiten 
des Dreiecks sind die Ecken des Dreiseits zugeordnet. Be- 
steht die erste Figur z.B. aus zwei Dreiecken PQR und 
P'Q'R' von solcher Lage, daß PP', QQ' und RR' durch 
einen Punkt A gehen, so wird die reziproke Figur von zwei 
Dreiseiten pqr und p q r gebildet, die eine solche Lage 
haben, daß die Schnittpunkte von p und p, q und q, r und 
r einer Geraden a angehören. Nach dem ersten Teile des 
Desarguesschen Satzes liegen in der ersten Figur die 
Schnittpunkte der Paare entsprechender Seiten der beiden 
Dreiecke in einer Geraden, Nach dem Reziprozitätsgesetz 
schließen wir daraus sofort, daß in der zweiten Figur die 
Verbindungslinien der Paare entsprechender Ecken der bei- 
den Dreiseite durch einen Punkt gehen. Der zweite Teil 
(d. h. die Umkehrung des ersten Teils) des Desargues- 
schen Doppelsatzes über Perspektive Dreiecke kann also 
auf Grund des Reziprozitätsgesetzes ohne besondern Beweis 
aus dem ersten Teile abgelesen werden. 

Wir werden nachher noch zu einem andern wichtigen 
Lehrsatz die reziproke Übertragung bilden. Das soeben an- 
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geführte Beispiel zeigt aber vorlaufig schon zur Genüge 
den großen Nutzen des Reziprozitälsgesefzes : Aus jedem 
von Lagebeziehungen zwischen Punkten und Geraden han- 
delnden Lehrsatze itann sofort ohne Beweis ein andrer 
abgelesen werden, in welchem die Punkte und Geraden 
gewissermaßen die Rollen getauscht haben. Man hat dazu 
nur nötig, die Figur, auf die sich der gegebene Lehrsalz 
bezieht, in die polarreziproke Figur in bezug auf irgend- 
einen angenommenen Kegelschnitt zu verwandeln. Der 
ganze Inhalt der ebenen projektiven Geometrie kann hier- 
nach gleichsam in zwei verschiedenen Sprachen ausge- 
drückt werden: Das Wort „Punkt" der ersten Sprache 
heißt „Gerade", das Wort „Gerade" heißt „Punkt" in der 
zweiten Sprache; das „Liegen in einer Geraden" ist in der 
andern Sprache mit „Gehen durch einen Punkt" zu über- 
setzen usw. Das Lexikon für die Obersetzung aus der 
einen Sprache in die andre ist die Polarentheorie der 
Kegelschnitte. 

Weil somit jeder Satz der ebenen projektiven Geome- 
trie seinen reziproken Gegensatz aufzuweisen hat, so be- 
zeichnet man das Gesetz der Reziprozität nach Gergonne 
auch als das Gesetz oder das Prinzip der Dualität. Es 
gibi übrigens ein entsprechendes Dualitätsgesetz für den 
Raum, auf das hier aber nicht näher eingegangen werden 
kann. 

Wir wollen jetzt versuchen, zu dem wichtigsten Satze aus 
der Theorie der Kegelschnitte, dem Pascalschen Satze, das 
duale Gegenslück zu bilden. Besteht die erste Figur aus 
sechs Punkten PQRSTU eines Kegelschnitts, die durch ge- 
rade Linien zu einem Sechseck verbunden sind, so entspricht 
jeder Ecke des Sechsecks als Polare in bezug auf den Kegel- 
schnitt die durch jene gelegte Tangente; den sechs Ecken 
des eingeschriebenen Sechsecks entsprechen also die 
sechs Tangenten pqrstu. Jeder Seite des Sechsecks ent- 
spricht der Schnittpunkt der beiden den Endpunkten der 
Seite zugeordneten Tangenten. Die sechs Tangenten mit 
den sechs Schnittpunkten je zweier aufeinanderfolgender 
von ihnen bilden ein dem Kegelschnitt umgeschriebenes 
„Sechsseit". Der Inhalt des Pascalschen Satzes kann durch 
das Schema 
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{PQ, ST)=V \ 

iQR. TU}=w\p 

{RS, UP) = XI 
dargestelH werden, dessen Bedeutung oben erklärt und 
durch viele Beispiele erläutert worden ist. Das reziproke 
Schema für das Sechsseit lautet 

(pq,st) = v\ 
iqr, (ii) = H» B. 
(rs, up) = X > 

Wie ist dieses Schema zu deuten? Der Verbindungslinie 
zweier Punkte, z. B. PQ, entspricht der Schnittpunkt zweier 
Geraden, z.B.pq. Die erste Klammer enthalt demnach den 
Schnittpunkt der ersten und zweiten Seite und denjenigen 
der vierten und fünften Seite, d. h. zwei „Gegenecken" des 
Sechsseits. Wie V den Schnittpunkt der Gegenseiten PQ 
und ST des Sechsecks bezeichnet, so bedeutet v die Ver- 
bindungslinie der Gegenecken p<j und st des Sechsseits. 
V, w, X sind also die Verbindungslinien der drei Paare von 
Gegenecken. In dem ersten Schema bedeutet p die Gerade, 
in welcher die drei Punkte V, W, X liegen. Punkten einer 
Geraden entsprechen reziprok Gerade, die durch einen Punkt 
gehen. Die drei Geraden v, w, x schneiden sich also in 
einem Punkte, der in dem obigen Schema aus einem bald 
ersichtlichen Grunde B genannt worden ist. Wir gewinnen 
aus dieser Betrachtung als reziprokes Gegenbild des Pas- 
calschen Satzes den lolgenden nicht minder wichtigen Satz: 
Die Verbindungslinien der drei Paare von Gegen- 
ecken jedes einem Kegelschnitt umgeschriebenen 
Sechsseils gehen durch einen Punkt. Dieser Satz 
wird gewöhnlich nach seinem Entdecker der Brianchon- 
sche Satz genannt'); der Punkt B heißt der „Brianchon- 
sche Punkt" des Sechsseits. 

Der Brianchonsche Satz kann ebenso wie der Satz von 
Pascal zu vielen Konstruktionen verwendet werden. Man 
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kann 2. B. aus fünf gegebenen Tangenten eines Kegelschnitts 
beliebig viele andre Tangenten linden. Dreht sich eine be- 
wegliche Tangente u um den Kegelschnitt herum, bis sie 
mit irgendeiner festen Tangente / zusammenfäiit, so geht 
der Schnittpunlft tu, wie man sieht, in den Berührungspunkt 
der festen Tangente ( über, der demnach symbolisch mit ti 
bezeichnet werden muß. Man kann daher aus dem allge- 
meinen Brianchonschen Satze verschiedene Sonderfälle 
dadurch ableiten, daß man zwei Tangenten, z. B. i und u, in 
eine Tangente / zusammenfallen läßt; an die Stelle des 
Schnittpunktes fu tritt dann in dem obigen Schema der Be- 
rührungspunkt tt. Nach diesen Andeutungen wird der Leser 
imstande sein, diejenigen Aufgaben selbst zu stellen und zu 
lösen, die den im Anschluß an den Pascalschen Satz be- 
handelten reziprok entsprechen. Als allgemeines Ergebnis 
dieser Konstruktionen sei hervorgehoben, daß ein Kegel- 
schnitt durch fünf Tangenten, oder durch vier Tan- 
genten und den Berührungspunkt einer von ihnen, 
oder durch drei Tangenten und die Berührungs- 
punkte zweier von ihnen eindeutig bestimmt ist. 

Als weitere Anwendungen des Brianchonschen Satzes 
seien dem Leser folgende Aufgaben empfohlen: 

1) Beliebig viele Tangenten einer Parabel zu linden, von 
der vier Tangenten gegeben sind. (Die unendlich ferne Ge- 
rade bildet das fünfte Bestimmungsstück!) 

2) Beliebig viele Tangenten einer Parabel zu finden, von 
der drei Tangenten und der Berührungspunkt der einen ge- 
geben sind. 

3) Wenn vier Tangenten einer Parabel gegeben sind, den 
Berührungspunkt einer von ihnen zu finden. 

4) Wenn vier Tangenten einer Parabel gegeben sind, den 
Berührungspunkt der unendlich fernen Tangente, d. h. die 
Richtung nach diesem Punkte zu finden. 

5) Beliebig viele Hyperbeltangenfen zu finden, wenn die 
Asymptoten und eine Tangente gegeben sind. (Mit jeder 
Asymptote ist auch ihr Berührungspunkt gegeben!) 

6) Unter denselben Bedingungen den Berührungspunkt 
der gegebenen Tangente zu finden. (Welcher Lehrsatz ist 
aus der Pigur abzulesen?) 
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IV. STEINER. 

Aus der stattlichen Reihe der Mathematiker, die sich im 
verflossenen Jahrhundert um den weiteren Ausbau und die 
strengere Begründung der projektiven Geometrie verdient 
gemacht haben, ragen besonders zwei deutsche Geometer 
hervor, Steiner und v. Staudt. Wenn wir den schweize- 
rischen Bauernsohn Jacob Steiner (1796-1863) mit Stolz 
zu den Deutschen rechnen, so gebrauchen wir das Wort 
hier In dem allgemeineren Sinne, in welchem es alle die- 
jenigen bezeichnet, deren Muttersprache das Deutsche ist; 
wir tun dies mit um so größerem Rechte, als Steiner last 
die Hallte seines Lebens als Professor an der Universität 
und Mitglied der preußischen Akademie der Wissenschaften 
in Berlin zugebracht hat.') Hier schuf er sein erstes geo- 
metrisches Meisterwerk, die „Systematische Entwicklung 
der Abhängigkeit geometrischer Gestalten von einander" 
(1832). Was er mit diesem leider unvollendet gebliebenen 
Werke für die projektive Geometrie geleistet hat, können 
wir nicht besser als mit den schönen Worten aus der Vor- 
rede°) ausdrücken: „Gegenwärtige Schrift hat es versucht, 
den Organismus aufzudecken, durch welchen die verschie- 
denartigsten Erscheinungen in der Raumwelt miteinander ver- 
bunden sind. Es gibt eine geringe Zahl von ganz einfachen 
Fundamentalbeziehungen, worin sich der Schematismus aus- 
spricht, nach welchem sich die übrige Masse von Sätzen 
folgerecht und ohne alle Schwierigkeit entwickelt. Durch 
gehörige Aneignung der wenigen Orundbeziehungen macht 
man sich zum Herrn des ganzen Gegenstandes; es tritt Ord- 
nung in das Chaos ein, und man sieht, wie alle Teile natur- 
gemäß ineinander greifen, in schönster Ordnung sich in 
Reihen stellen, und verwandte zu wohlbegrenzten Gruppen 
sich vereinigen. Man gelangt auf diese Weise gleichsam in 
den Besitz der Elemente, von welchen die Natur ausgeht, 



') Eine Schilderung des Lebensganges dieses meritwflrdigen 
Mannes sowie eine eingehendere Würdigung seiner wissenschafl- 
lichen Leistungen wird in einem besondern Bändclien dieser Samm- 
lung gegeben werden. 

^ Jacob Steiners Gesammelle Werke, herausgegeben von 
K. Weierslraß, 1. Band 1881, S. 233. 
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Das Doppel verhälltiis 



um mit möglichster Sparsamkeit und auf die einfachste Weise 
den Figuren unzählig viele Eigensctiaften verleihen zu kön- 
nen." Diese Worte schildern in unübertrefflicher Klarheit 
das Wesen der projektiven Geometrie und geben zugleich 
eine Erklärung für den eigentümlichen Reiz, den die Be- 
schäftigung mit diesem Teile der Raumlehre auf ihre Jünger 
ausübt. Worin bestehen nun die wenigen Grundbeziehungen, 
durch deren Aneignung man sich zum „Herrn des ganzen 
Gegenstandes" machen kann? Es sind, mit einem Wort, 
die „projektiven Beziehungen 
der Grundgebilde". Einen be- 
sondern Fall dieser Beziehungen 
haben wir in der Desargues- 
schen iWethode der Zentralper- 
spektive kennen gelernt: Den 
Punkten P, Q, R, S ... einer 
geraden Linie g entsprechen 
hier Punkte P', Q', R'. S'... einer 
zweiten Geraden g, die derartig 
liegen, daß die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte 
PP'rQQ', RR', SS'... (die „Seh- 
strahlen") sich in einem Punkte A (dem „Auge") schneiden 
(Pig, 16). Sind PQRS insbesondere vier harmonische Punkte, 
so gilt dasselbe von den vier entsprechenden Punkten vong'. 
Schon dem griechischen Mathematiker Pappus (Ende des 
dritten Jahrhunderts nach Christo) war bekannt, daß diese 
Eigenschaft harmonischer Punkte ein besondrer Fall einer all- 
gemeineren Beziehung ist, die für vier beliebige Punkte einer 
Geraden gilt. Durch eine unwesentliche Abänderung des 
oben für harmonische Punkte gegebenen Beweises findet 
man, daß für vier beliebige Punkte von g und ihre Perspek- 
tiven Bilder die Gleichung 




PQ PS 
RQ- RS" 



P'Q- FS- 
RQ' '■ RS' 



besteht. Jede Seite dieser Gleichung enthält ein Verhältnis 
zweier Verhältnisse, oder, wie man besser sagt, ein Doppel- 
verhaitnis. Das Doppelverhältnis von irgend vier 
Punkten einer Geraden ist also gleich demDoppel- 
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verhailnis ihrer Perspektiven Bilder. Sind P, Q,R, S 
vier liarmonisciie Punkte, so ist der Wert ihres Doppelver- 
tiaitnisses gleich 1; daraus folgt, daß 

P'Q' _ P^s^ 

R'Q- ~ RS 

ist, oder daß auch P', Q', R', S' harmonische Punkte sind. 
Die obige Doppelverhaltnisgleichung gilt nictit nur für 
die bestimmten vier Punkte P, Q, R, S und deren Bilder, 
sondern sie drückt ganz allgemein die Beziehung aus, die 
zwischen vier beliebig herausgegriffenen Punkten von g und 
den entsprechenden Punkten von g' besteht. Verbindet 
man einen andern Punkt A', der nach Belieben in der durch 
A und g bestimmten Ebene oder auiSerhalb derselben ange- 
nommen werden mag, mit den Punkten von g, und schneidet 
man den Büschel der von A' ausgehenden Sehstrahlen durch 
eine dritte Gerade g" in den Punkten P", Q", R", S" . . ., so 
ist nach Pappus 

PQ PS^_ F'Q- P"S" 
RQ- RS~ R-Q" ■ fl"S" 
und daher auch 

P'Q' P'S' _ P"Q" P'S" 

RQ- '■ RS- ~ R'Q- '■ R-S' ■ 

Die beiden Punktreihen g' und g" sind als Bilder von g der- 
artig aufeinander bezogen, daß jedem Punkte der einen Reihe 
ein ganz bestimmter Punkt der andern entspricht; man kann 
zu jedem beliebigen Punkte T von g den entsprechenden 
Punkt T" von g" leicht ermitteln, indem man den Schnitt- 
punkt T der beiden Geraden AT' und g mit A" verbindet. 
Zwischen je vier Punkten von g' und den entprechenden 
von g" besteht Gleichheit der Doppelverhaltnisse. Die Punkl- 
reihen g' und g" stehen also in einer ähnlichen Beziehung 
zueinander wie g und g. Der einzige Unterschied besteht 
darin, daß sich die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
P'P", Q'Q", RR", S'S"... im allgemeinen nicht in einem 
Punkte schneiden. Die Beziehung der Geraden g' und g" 
nennt Steiner die projektive Beziehung. 

Diese projektive Beziehung steht nun, wie Steiner weiter 
zeigt, in engem Zusammenhange mit der Theorie der Kegel- 
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schniite. Denkt man sich den Punkt A' in der durcii A und 
g bestimmten Ebene, so daß alle Teile der Figur in dieser 
Ebene liegen, und verbindet man jeden Punkt T von g mit 
dem leicht zu konstruierenden entsprechenden Punkte T" 
vong", so bilden diese unzählig vielen Verbindungs- 
linien die Tangenten eines und desselben Kegel- 
schnitts, der je nach der Lage der Punkte A und A' und 
der Geraden g, g und g" eine 
Ellipse, Parabel oder Hyperbel sein 
kann; hat der Leser eine hinrei- 
chend große Zahl solcher Tangen- 
ten konstruiert, so wird er leicht 
aus freier Hand den Kegelschnitt 
hineinzeichnen können. Er wird 
sich auch leicht von der Geltung 
■ des Brianchonschen Satzes sowie 
davon überzeugen können, daß 
die Geraden g und g" ebenfalls 
zu der Tangenten schar gehören. 
Fig. 17. Die Beweise aller dieser Sätze 

müssen hier übergangen werden. 
Wir wollen nun zu der Fig. 16 die duale oder reziproke 
Figur konstruieren. Den vier in einer Geraden g liegenden 
Punkten PQRS entsprechen vier durch einen Punkt G 
gehende gerade Linien pgrs (Fig. 17), Dem Punkte A ent- 
spricht eine Gerade a, den vier Strahlen AP, AQ, AR, AS 
die vier Schnittpunkte ap, aq, ar, as. Ebenso entsprechen 
den durch A' gehenden vier Strahlen die Schnittpunkte von 
p, q, r, s mit einer zweiten Geraden d. Den Geraden g' 
und g" entsprechen zwei Punkte G' und G". Den Punkten 
P', Q', R', S', d. h. den Schnittpunkten der Geraden g' und 
der durch 71 gehenden Sehstrahlen AP, AQ, AR, AS, ent- 
sprechen vier Strahlen p', q', r, s, welche G mit den Punkten 
ap, aq, ar, as verbinden. Den Punkten P", Q", R", S" 
entsprechen ebenso vier Strahlen p", q, r", s", welche G" 
mit a'p, a'q, a'r, ds verbinden. Die beiden Slrahlenbüschei 
(j und G" sind jetzt derartig miteinander verknüpft, daß 
man leicht zu jedem Strahle t' von G' den entsprechenden 
Strahl t" von G" finden kann: t' schneidet a, die Gerade t, 
welche den Schnittpunkt at' mit G verbindet, schneidet d. 
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und f isl der Strahl, welcher G" mit äi verbindet. Zwei 
Strahlenbüschel (j und G", die auf die angegebene Weise 
miteinander verknüpft sind, nennt Steiner ebenfalls pro- 
jektiv. Den Verbindungslinien entsprechender Punkte der 
Geraden g und g" entsprechen dual die Schnittpunkte ent- 
sprechender Stratilen p'p', q'q" usw. der beiden Büschel. 
Wie jene Verbindungslinien nun die Tangenten eines Kegel- 
schnitts bilden, so bilden diese Schnittpunkte die 
Punkte eines Kegelschnitts; die Scheitel G' und G" der 
beiden projektiven Büsche! liegen auch auf diesem Kegel- 
schnitt. 

Aus der projektiven Beziehung der Punktreihen und Strah- 
lenbOschel leitet Steiner alle Eigenschatten der Kegel- 
schnitte, insbesondere die Sätze von Pascal und Brian- 
chon, die Polarentheorie usw. ab. Es ist Steiner und sei- 
nen Schülern ferner gelungen, das Schema der projektiven 
Beziehung auch auf höhere Grundgebilde als gerade Punkt- 
reihen und Strahlenbüschel auszudehnen. Diese Beziehung 
bildet demnach heute die Grundlage der ganzen projektiven 
Geometrie. Will man zwischen zwei gegebenen geraden 
Linien- £r' und g" eine projektive Beziehung herstellen, so 
kann man offenbar auf jeder der beiden Geraden drei Punkte 
P'Q'R' bzw. P"Q"iC willkürlich annehmen und festsetzen, 
daß P'P", Q'Q", RR" drei Paare entsprechender Punkte 
sein sollen. Nimmt man dann auf g irgendeinen vierten 
Punkt $' nach Belieben an, so darf man diesem nicht mehr 
einen beliebigen Punkt von g" zuordnen. Es muß vielmehr 
für den zugeordneten Punkt S" die Gleichung 

P Q' PS' _ P-Q" P'S" 

RQ' ■ IfS ~ RQ- ■' R"S- 

bestehen. Aus dieser folgt aber 

F'S" ( PS- P^21\ ^ 
RS' ""vrS' ' P'Q'}'- RQ-- 

Da die auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkommen- 
den Streckenverhältnisse alle drei völlig bestinmit sind, so 
ist damit auch das Verhältnis, in welchem S" die Strecke 
P"R" teilen muß, eindeutig bestimmt. Ob S" der innere 
oder der äußere Teilpunkt ist, kann aus der Reihenfolge der 
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vier Punkte von g leicht gescliiossen werden. S" ist also 
ein völlig bestimmter Puntit von g" . Damit ist der so- 
genannte Fundamentalsatz der projelitiven Geome- 
trie bewiesen: Die projektive Bezietiung zweier 
Punktreilien ist völlig bestimmt, wenn irgend drei 
Punkten der einen Reihe drei beliebige Punkte der 
andern Reihe zugeordnet sind; jedem vierten Punkte 
der einen Punktreihe entspriclit dann ein ganz be- 
stimmter Punkt der andern. 

Um auf konstruktivem Wege zu einem Punkte S' von g 
den zugeordneten Punkt von g' ermitteln zu können, muß 
man eine dritte Gerade g bestimmen, als deren Perspektive 
Bilder g und g" anzusehen sind. Das kann z. B. auf fol- 
gende Weise geschehen: Auf der Geraden P'P" nimmt man 
zwei Punkte K und K' behebig an. K^ und K' Q" schnei- 
den sich in Q, A'K' und A"ß" in R. Die Gerade QR = g 
schneidet P'P" in P. Wie man sieht, sind P' Q'R' und 
P"Q"R" die Perspektiven Bilder der Punkte PQR für die 
„Augen" A' und A". Man kann nun leicht zu S' den Punkt 
S von g und darauf den gesuchten Punkt S" von g" finden. 
Die Geraden g', g", P'P", Q' Q" R'R" und S'S" sind sechs 
Tangenten eines Kegelschnitts. Wir haben mithin soeben 
von neuem die Aufgabe gelöst, zu fünf gegebenen Tangenten 
eines Kegelschnitts eine sechste zu finden. Der Leser ver- 
suche, die duale Aufgabe zu lösen, zwei Strahlenbüschel, 
von denen je drei Strahlen gegeben sind, projektiv aufein- 
ander zu beziehen und zu einem vierten Strahle des einen 
Büschels den entsprechenden des andern zu finden. 

V. V. STAUDT. 
Zum Beweise des Fundamentalsatzes und überhaupt zur 
Begründung der projektiven Geometrie benutzt Steiner das 
Doppelverhallnis. Das Doppelverhälinis ist zwar „projektiv" 
im Ponceletschen Sinne, enthalt aber die Maßzahlen von 
Strecken und ist demnach ein Hilfsmittel der alten, messen- 
den Geometrie. Dadurch kommt in die von reinen Lage- 
beziehungen handelnde projektive Geometrie jedenfalls ein 
ihrem eigentlichen Wesen fremder, metrischer Bestandteil 
hinein. Auch die Anwendung des Satzes von Menelaus 



Hosted by 



Google 



V. Staudts „Oeometrie der Lage" 47 

durch Desargues und Pascal stellt ein solches der reinen 
projektiven Geometrie fremdes, unangemessenes Hillsmittel 
dar. Soll die neuere Geometrie eine wirkliche folgerichtige 
„Geometrie der Lage" sein, will man sie unabhängig von 
der messenden Euklidischen Geometrie begründen und ent- 
wickeln, so muß man alle diese fremden Beweismittel ver- 
bannen und das ganze Gebäude von Grund auf nur auf 
Lagebezieimngen stützen. Gedanken dieser Art führten den 
Erlanger Professor der Mathematik Christian v. Staudt 
(1798-1867) zu der großartigen Scliöpfung seiner „Geo- 
metrie der Lage" (1847), eines Werkes, dem es anfangs 
ahnlich wie dem Desargues sehen erging: Es war zu schwer 
geschrieben, stellte in seiner Knappheit zu hohe Anforde- 
rungen an das Fassungsvermögen der Durchschnittsleser 
und wurde daher nur in engem Kreise studiert und gewür- 
digt. Erst durch flüssigere, mehr den Bedürfnissen des An- 
fängers angepaßte Darstellungen, an deren Spitze unbestritten 
die meisterhafte „Geometrie der Lage" von Th, Reye steht, 
wurde der neuen Disziplin in weiteren Kreisen Eingang 
verschafft. Damit wuchs aber natürlich auch die Zahl derer, 
die sich die Mühe nicht verdrießen ließen, in das geniale 
Werk v. Staudts selbst einzudringen. 

v. Staudt gibt zunächst eine von der gewöhnlichen ab- 
weichende Definition harmonischer Punkte. Wir definierten 
oben vier harmonische Punkte als zwei Punktpaare, von 
denen jedes die Strecke zwischen den beiden andern Punkten 
innen und außen in demselben Verhältnis teilt. Auf solche 
Punktpaare wurden wir bei der Betrachtung des vollstän- 
digen Vierseits geiohrt. Es zeigte sich, daß jede Diagonale 
desselben durch die beiden andern harmonisch geteilt wird. 
So sind z. B. in Fig. 6 £QFR vier harmonische Punkte. 
Diese Grundeigenschaft des vollständigen Vierseits benutzt 
V. Staudt zur Definiton der harmonischen Punkte. Er sagt: 
Wenn in einer Geraden drei Punkte E, Q, F ge- 
geben sind, und alsdann ein vollständiges Vierseit 
so konstruiert wird, daß eine Diagonale durch Q 
geht, während E und F zwei Gegenecken sind, so 
schneidet die letzte Diagonale des Vierseits jene 
Gerade in einem vierten Punkte R, welcher der 
vierte harmonische, Q zugeordnete Punkt heiSL 
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Diese Delinition genügl der v. Staudtschen Forderung, 
daß keinerlei metrische Begrille in ihr vorkommen dürfen. 
Aber während bei der alten Definition durch eine kurze 
Rechnung gezeigt werden kann, daß es zu drei Punkten E, 
Q, F nur einen vierten harmonischen, Q zugeordneten 
Punkt geben kann, bedarf diese eindeutige Bestimmtheit des 
Punktes R bei v. Staudt eines besondern geometrischen 
Beweises; es wäre ja denkbar, daß sich zwei verschiedene 
Vierseite konstruieren ließen, die beide die geforderte Lage 
zu den gegebenen Punkten £, Q, F haften, während die 
dritte Diagonale des einen die gegebene Gerade in einem 
andern Punkte träfe als die dritte Diagonale des andern. 
Daß diese Möglichkeit nicht eintreten kann, wird mit Hilfe 
des Desarguesschen Satzes 
bewiesen, dessen Richtigkeif, 
wie oben ausdrücklich hervor- 
gehoben, unter ausschließlicher 
Benutzung von Lagebeziehungen 
nachgewiesen wurde. Ange- 
nommen, zwei vollständige Vier- 
seite abcd und a'b'c'd' {Fig. 18) 
haben eine derartige Lage, daß 
a, c, d, c durch F, b, d, b', d' 
durch F und f und f durch 
Q gehen, so hegen zunächst 
die Schnittpunkte entsprechender Seiten der Dreiecke ABD 
und A'B'D' in einer Geraden; mithin gehen AA', BB' und 
DD' durch einen (in der Figur nicht angegebenen) Punkt. 
Dasselbe gilt von den Dreiecken BCD und B'CD'; mit- 
hin gehen auch BB', C(f und DD' durch einen Punkt. 
Da BB' und DD' nur einen Schnittpunkt besitzen, so 
haben beide Dreieckspaare dasselbe Perspektivitätszen- 
trum. Also gehen insbesondere AA', CC' und DD' durch 
einen Punkt. Das sind aber die Verbindungslinien ent- 
sprechender Ecken der Dreiecke ACD und A'CD'. Nach 
Desargues liegen also die Schnittpunkte der entsprechen- 
den Seiten dieser Dreiecke in einer Geraden. Nun gehen 
AD und ÄD' durch E und CD und CD' durch F. Der 
Schnittpunkt von AC und A'C oder von e und e liegt also 
in der Geraden EF. Das heißt aber nichts andres, als daß 
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die Konstruktion des vierten harmonischen Punktes R immer 
zu demselben Punkte führt, wie man auch das vollständige 
Vierseit annehmen mag. Der vierte harmonische Punkt ist 
also eindeutig definiert. 

Um den Fundamentalsafz der projektiven Geometrie auf 
eine vom Standpunkte der Geometrie der Lage einwandfreie 
Art beweisen zu können, muß v, Staudt aus der Begrün- 
dung der projekfiven Beziehung das Doppelverhaltnis voll- 
ständig verbannen. Sind P'P", Q'Q" und R' R" irgend drei 
Paare entsprechender Punkie der beiden projektiven ge- 
raden Punktreihen g' und g", und sind ferner P'^'ß'S' und 
P"Q"R"S" harmonische Würfe, so ist 

FQ\ _ P'S' 
KQ- ~~ KS' ' 
also 

FQ' P^S' _ 
R-Q- '■ R-S ~ ^ 



P-Q- PS," 
~K'Q" '■ R'S-' 



- 1. 



Aus der Gleichheit des Wertes dieser beiden Doppelver- 
hällnisse folgt, daß S' und S" auch entsprechende Punkte 
sind. Vier harmonischen Punkten der einen Geraden ent- 
sprechen also vier harmonische Punkte der andern. Auf 
diese Eigenschaft stützt v. Staudt seine Definition der pro- 
jektiven Beziehung: Zwei gerade Punklreihen heißen 
projektiv, wenn jedem Punkte der einen ein be- 
stimmter Punkt der andern entspricht, und je vier 
harmonischen Punkten der einen vier harmonische 
Punkte der andern zugeordnet sind. Mit dieser neuen 
Definition entsteht für v. Staudt die Notwendiglieit, den 
Fundamentalsatz der projektiven Geometrie anders als Stei- 
ner zu beweisen. Ordnet man drei beliebigen Punkten 
P'Q'R' von g' drei beliebige Punkte P"Q"R" von g" zu, so 
laßt sich allerdings sogleich eine unendliche Reihe von 
Punkten der Geraden g angeben, deren jedem je ein be- 
stimmter Punkt von g" zugeordnet ist. Sind z. B. P'Q'R'S' 
und P"Q"R"S" harmonische Würfe, so sind S' und S" zu- 
geordnet. Sind P'R'S' t und P'R'S" t' harmonische Würfe, 
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so sind T' und T" zugeordnet. Sind P'S' T'U' und P"S" t'U" 
harmonische Würfe, so sind if und U" zugeordnet. Man sieht, 
daß sich das Verfahren nach Belieben fortsetzen laßt. Die 
Schwierigkeit aber besieht darin, nachzuweisen, daß man durch 
Fortsetzung des Verfahrens schließlich jeden Punkt von g ein- 
mal erreichen kann, oder daß jeder beliebige Punkt von g mit 

irgend drei der unendlich vielen Punkte P'Q'R'S'TV' 

einen harmonischen Wurf bildet. Gäbe es auf g einen 
Punkt X", der nicht irgend drei der durch obiges Verfahren 
bestimmbaren Punkte zu einem harmonischen Wurfe er- 
gänzte, so könnte man nicht sicher schließen, daß diesem 
Punkte X' ein einziger bestimmter Punkt X' von g" zuge- 
ordnet sei. Der Versuch v. Staudts, diese Schwierigkeit 
zu überwinden, ist später als nicht ganz einwandfrei er- 
kannt worden. Es ist jedoch gelungen, den Beweis v. Staudts 
so zu ergänzen, daß er völlig stichhaltig ist; diese Unter- 
suchungen späterer Mathematiker können indessen hier 
nicht weiter erörtert werden. Auch die weitern großen Ver- 
dienste, welche sich v. Staudt selbst um die Ausbildung 
der Geometrie der Lage erworben hat, müssen hier uner- 
wähnt bleiben. Wer tiefer in den Gegenstand eindringen 
will, nehme vor allem die „Geometrie der Lage" von Reye 
zur Hand; er wird in diesem Buche in unübertrefflich klarer 
und fesselnder Darstellung alles das ausgeführt finden, was 
in dieser geschichtlichen Einführung nur flüchtig gestreift 
werden konnte. 

Im Anschluß an die grundlegende Arbeit v. Staudts 
haben spätere iVlathematiker den Nachweis erbracht, daß 
die ganze Euklidische Geometrie mit ihrem Vergleichen und 
Messen von Strecken und Winkeln, kurz die gesamte „Geo- 
metrie des Maßes", in der allgemeinen Geometrie der Lage 
als besondrer Fall, als Unterabteilung oder Anhang, ent- 
halten ist. 

Überblicken wir am Ende unsrer Wanderung noch ein- 
mal das durchstreifte Gebiet, so bietet sich uns das Bild 
einer eigentümlichen Entwicklung; Die projektive Geometrie 
erwächst unter den Händen Desargues' und Pascals aus 
der alten EukUdischen Geometrie. Bald macht sich die neue 
Disziplin durch Poncelet und Steiner selbständig, geht 
mehr und mehr ihre eigenen Wege und gelangt schließlich 
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durch V. Staudt zu völliger Unabhängigkeit von der Maß- 
geometrie. Doch sie begnügt sich nicht damit, der alten, 
klassischen Geometrie ebenbürtig zur Seile zu treten, son- 
dern sie zwingt diese unter ihre Botmäßigkeit. So zeigen 
Anfang und Ende des Weges entgegengesetzte Verhältnisse: 
Am Anlang ist die Geometrie der Lage ein bescheidener 
Teil der Euklidischen Geometrie, am Ende die Euklidische 
Geometrie ein Teil, ein Anhang der Geometrie der Lage. 
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